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PRÓLOGO 


El presente libro está dedicado a los problemas relacionados entre 
sí de una nueva rama de las matemáticas, la llamada geometría com- 
binatorta que en la actualidad se desarrolla impetuosamente. Los pro- 
blemas que aquí se consideran están unidos por la idea general do la 
división de figuras en varias partes menores. ¿Qué se entíende por una 
“parte menor”? Esto puede ser comprendido de diferenles formas y 
es la causa de la aparición de los diferentes problemas que se analizan 
en el presente libro. Todos los teoremas que aquí se demuestran son 
recientes en extremo; ol más antiguo fue hallado por el matemático 
polaco Borsuk hace unos 40 años. Éste teorema es el principio alrede- 
dor del cual se desarrolla la posterior exposición, El teorema más 
reciente acaba de cumplir un año. 

Los problemas que se estudian en el presente libro están al alcan- 
ce de los alumnos de los grados superiores. Al mismo tiempo, el 
libro aproxima al lector a una serie do problemas geométricos aún no 
resueltos, 

A este círculo de Jenbiéicas; so dedica el libro de los mismos auto- 
ros “Teoremas y problemas de geometría combinaloria” (“Ciencia”, 
1965). Sin embargo, en él se prestó mayor atención a los problemas 

jue se crean en el espacio tridimensional o en los de mayor número 
le dimensiones. Por el contrario, el presente libro trata exclusiva- 
mento los problemas de la geometría en el plano. Gracias a esto, el 
libro puede ser empleado en los círculos de matemáticas de las escue- 
las, El libro “Teoremas y problemas de geometría combinatoria”, 
que mencionamos anteriormente, será útil como libro de lectura para 
aquellos lectores que estén interesados por los problemas que en él 
mismo se exponen. 

Las notas (1), (2), etc., que se dan al final del libro, están calcu- 
ladas para lecteres con una preparación más elevada, 
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CAPÍTULO I 
DIVISIÓN 
DE FIGURAS 
EN PARTES 
DE DIÁMETROS 
MENORES 


$1 
DIÁMETRO DE LA FIGURA 


Consideremos un círculo de diámetro d. La distancia 
entre cualesquiera de sus dos puntos M y N (fig. 1) no será 
mayor que d. Sin embargo, en el círculo pueden hallarse 
dos puntos A y B alejados el uno del otro a una distancia 
exactamente igual a d. 


A continuación, en lugar de un círculo analicemos cual- 
quier otra figura. ¿A qué podremos llamar “diámetro” de 
dicha figura? Lo señalado anteriormente, nos hace sugerir 
que podemos llamar diámetro de la figura a la mayor de las 
distancias entre sus puntos. En otras palabras, llamaremos 
diámetro de la figura F (fig. 2) a una distancia d tal que, 
primeramente, entre cualesquiera de dos puntos M y N de 
la figura F la distancia no sea mayor que d y que además, 
sea posible hallar en dicha figura, por lo menos, dos puntos 
Ay B, entre los que la distancia sea exactamente igual a 
al). 


Por ejemplo, sea la figura F un semicírculo (fig. 3). 
Designemos por A y B los extremos de la semicircunferencia 
que lo limita. En tal caso, es evidente que el díametro de 


La, 


FIG. 3 


la figura F será la longitud del segmento AB. Generalmente, 
si la figura F es el segmento de un círculo limitado por el 
arco 1 y la cuerda a, entonces, si el arco ¿es menor que la 
semicircunferencia (fig. 4, a), el diámetro de la figura F 


B 


b) 
FIG. 4 


será igual a a (o sea, a la longitud de la cuorda); cuando 
el arco 1 es mayor que la semicircunferencia (fig. 4, b), el 
diámetro de la figura F coincide con el del círculo. 

Es fácil comprender que si F es un polígono (fig. 5), 


su diámetro será igual a la distancia mayor entre sus vérti- 
ces (*). Particularmente, el diámetro de todo triángulo (fig. 
6) es igual a la longitud de su lado mayor. 


FIG. 7 


Señalemos aquí, que si el diámetro de la figura F es 
igual a d, dicha figura puede tener múltiples pares de pun- 
tos entre los cuales la distancia será igual a d. Por ejemplo, 
en la elipse (fig. 7) hallaremos sólo un par de semejantes 


puntos, en el cuadrado (fig. 8) dos, en el triángulo regular 
(fig. 9) tres y en fin, en el círculo hay un número infinito 
de pares de tales puntos. 


$2 


PLANTEAMIENTO 
DEL PROBLEMA 


Es fácil comprender, que si un círculo de diámetro d 
se corta por cierta línea MN en dos partes, por lo menos 
una do éstas tendrá el diámetro d. En efecto, si M’ os un 
punto diametralmente opuesto al punto M, éste deberá 
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pertenecer a una de las dos partes y esta parte (en la que se 
encuentran los puntos M, M’) tendrá un diámetro d (fig. 
40, a, b) (°). También está claro, que un círculo se puede 


M m 


a) b) 
FIG. 10 
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dividir en tres partes y cada una de estas tendrá un diámetro 
menor que d (fig. 11, a, b). 

En virtud de lo dicho, un círculo de diámetro d no puede 
ser dividido en dos partes, de tal forma que el diámetro de 


DY 


FIG. 11 
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cada una de éstas sea menor que d, pero satisfaciendo dicha 
condición puede ser dividido en tres partes. Idéntica pro- 
piedad la tendrá un triángulo equilátero cuyo lado sea igual 
a d (si está dividido en dos partes, cualquiera de éstas 
deberá contener dos vértices del triángulo y entonces el 
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diámetro de esta parte será igual a d). Sin embargo, hay 
figuras que pueden ser divididas en dos partes de menor 
diámetro (fig. 12, a, b). 


FIG. 12 


Para cualquier figura F podemos considerar el problema 
de su división en partes de diámetro menor (%). El número 
mínimo de partes que en este caso son necosarias, lo desig- 
naremos por a(F). Por lo tanto, si F es un círculo o trián- 
gulo equilátero, a(F)=3, mientras que si es una elipse o 
paralelogramo, a(F)=2. 

El eminente matemático polaco K. Borsuk (), en el 
año 1933, planteó y resolvió el problema de los valores que 
puede tomar a(F). 


§ 3. 


TEOREMA DE BORSUK 
xi A  ——4— 


Como ya hemos visto, para ciertas figuras planas a(F) 
toma un valor igual a 2, para otras, a 3. Se plantea la pre- 
gunta: ¿es posible encontrar una figura plana para la que 
a(F)>3, o sea, tal figura que al dividirla en partes de me- 
nor diámetro no sean suficientes tres partes y haya que 
dividirla en cuatro o en mayor número de éstas? Resulta 
que, en realidad, siempre son suficientes tres partes, es de- 
cir, es justo el siguiente teorema, establecido por Borsuk; 

Teorema 1. Toda figura plana F de diámetro d puede ser 
dividida en tres partes de diámetro menor que d, es decir, 
a(F)<3. 

La parte principal de la demostración de dicho teorema, 
es el lema que el matemático húngaro Pall demostró en el 
año 1920: 
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Lema 1. Toda figura plana de diámetro d puede ser situa- 
da en un herágono regular, en'el que la distancia entre sus 
lados paralelos es igual a d (fig. 13). 


FIG. 13 


Demostración. Tomemos una recta 1, que no interseque 
a la figura F y aproximémosla paulatinamente a esta últi- 
ma (manteniéndola paralela a sí misma), hasta que la recta 
gue desplazamos haga contacto con la figura F (fig. 14). 
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La recta 1, obtenida, posee la propiedad de tener por lo 
menos un punto común con la figura F y además, dicha fi- 
gura se dispone íntegramente sólo por un lado de la recta 
h. Tal recta se denomina recta de apoyo de la figura F(*). 
Tracemos, además, la sogunda recta de apoyo l, paralela 
a l, (fig. 14). Está claro, que toda la figura F se encuentra 
en la zona entre las dos rectas } y l y, que la distancia en- 
tre dichas rectas no será mayor que d (ya que el diámetro 
de la figura F es igual a d). 

A continuación, tracemos dos rectas de apoyo My, My 
paralelas de la figura F, que formen con } un ángulo de 60% 
(fig. 15). Las rectas 1,, l,, my, M, formarán el paralelogramo 


FIG. 15 


ABCD, con un ángulo de 60% y alturas que no son mayores 
que d y en el que se encuentra por completo la figura F. 
Seguidamente, tracemos dos rectas de apoyo p,, pa de 
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la figura F que formen con }, un ángulo de 120” y designe- 
mos por M y N los pies de las perpendiculares bajadas a 
estas rectas desde los extremos de la diagonal AC del para- 
lelogramo (fig. 15). Podemos mostrar que la dirección de 
la recta l, puede ser clegida de tal forma, que sea válida Ja 
igualdad AM=CN. En efecto, supongamos que AMÆCN 
y que AM<CN. Por lo tanto, la magnitud y=4M—CN 
será negativa. Seguidamente, comencemos a variar ininte- 
rrumpidamente la dirección de la recta 1, de tal forma que 
ella gire hasta 180” (quedando la figura F inmóvil). Junto 
con la recta 1, cambiarán su posición las demás rectas la, 
My» May Pi» Pa (ya que su posición se determina por la de 
la recta 4). Por esta razón, al girar la recta 1, se desplaza- 
rán constantemente los puntos A, C, M, N() y por consi- 
guiente, variará constantemente la magnitud y=4AM—CN. 
Pero cuando la recta 1, gire hasta 480°, ella ocupará la posi- 
ción que ocupaba anteriormente la recta ly. Por lo tanto, 
obtendremos el mismo paralelogramo que se muestra en la 
fig. 15, pero en éste los puntos A y C, así como M y N, 
habrán cambiado sus “papeles”. O sea, en esta posición 
la magnitud de y será positiva. Si a continuación, reprosen- 
tamos el gráfico de la variación de la magnitud de y, al girar 
la recta 1, dosde O hasta 180” (fig. 16), veremos que puedo 
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FIG. 16 
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hallarse una posición de la recta 2, con la que la magnitud 
de y se reduce a cero, es decir, AM=CN (ya que dicha mag- 
nitud variando desde su valor negativo hasta cl positivo, 
deberá en cierto momento ser igual a cero). Examinemos 
la posición de todas nuestras rectas, procisamento en el 
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momento cuando la magnitud de y es igual a 'cero (fig. 17). 
De la igualdad AM=CN so deduce que el hexágono formado 
por las rectas l, la, My, My, Py, Pa es centrosimétrico, Cada 
uno de los ángulos de este hexágono es igual a 120% y la 
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distancia entre sus lados opuestos no es mayor que d. Si la 
distancia entre las rectas Pı Y Pa es menor que d, desplaza- 
remos dichas rectas (a distancias equivalentes) hasta que 
entre ellas, después de su desplazamiento, la distancia sea 
igual a d. Do la misma manera procederemos con las rectas 
h» l y a continuación, con m,, ma. Como resultado, obten- 
dremos un hexágono centrosimétrico (ángulos de 1209), 
cuyos lados opuestos están alejados unos de otros a una dis- 
tancia igual a d (hexágono punteado en la fig. 17). De todo 
lo dicho, se desprende que todos los lados del hexágono son 
iguales, es decir, que es regular y que la figura F se sitúa 
por completo en el interior de dicho hexágono. 
Demostración del teorema 1. Sea F una figura de diá- 
metro d. En virtud del lema demostrado anteriormente, 
la figura F está situada en el interior de un hexágono regu- 
lar, cuyos lados opuestos están recíprocamente alejados a una 
distancia igual a d. Es preciso de mostrar que dicho hexágono 
Puede ser dividido en tres partes y que el diámetro de cada 
una de éstas será menor que d. En este caso la figura F tam- 
bién se dividirá en tres partes y el diámetro de cada de 
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éstas igualmente será menor que d. La división en tres partes 
de un hexágono regular de la forma anteriormente indicada 
se muestra en la fig. 18 (los puntos P, Q y R son los puntos 
medios de los lados y O, el centro del hexágono). Para cer- 
ciorarse de que los diámetros de las partes por separado son 
menores que d, es suficiente señalar que en el triángulo 
PQL, el ángulo Q es recto y por consiguiente, POQ<PL=d. 


FIG. 18 FIG. 19 


De esta forma, el teorema 1 queda demostrado. 

De la demostración del teorema 1 se deduce fácilmente 
que toda figura plana de diámetro d puede ser dividida en 
tres partes y el diámetro de cada una de éstas no será mayor 
que d V 3/2>0,8660 d (ya que de la igualdad PL=d se de- 
duce con facilidad que PQ=dV 3/2; véase la figura 18). Esta 
apreciación de los diámetros es la más ventajosa, ya que 
podemos ver con facilidad que un círculo de diámetro d no 
puede ser dividido en tres partes siendo el diámetro de cada 
una de éstas menor que d Y 3/2. 

En efecto, la parte cuyo diámetro es menor que dV/3/2, 
corta en la circunferencia un conjunto situado en un arco 
menor que 120? y por esta razón, tres partes como la indi- 
cada no cubren por completo la circunferencia. 


$4. 
FIGURAS CONVEXAS 


¿A qué será igual el número a(F) para una figura F dada 
arbitrariamente de diámetro d? El teorema de Borsuk sólo 
nos da una apreciación de a(F) desde arriba: a(F)<3. Al 
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mismo tiempo, es evidente que a(F)=>2 para cualquier fi- 
gura F. Es natural que se plantea el problema de aclarar 
para qué figuras planas F el número a(F) es igual a dog 


<Q, PT AID 
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FIG. 20 


y para cuáles, a tres. La solución de este problema se dará 
en el $ 7. Al exponer esta solución, nos serán necesarias cier- 
tas nociones sobre figuras convexas, que examinaremos en 


éste y los dos párrafos siguientes, por lo general, sin de- 
mostraciones, sólo con ilustrativas explicaciones*). 


*) Una información más detallada sobre figuras 
convexas (y en particular, la demostración de las propiedades de estas 
figuras que se dan en la presente lección), nuestros lectores pueden 
encontrarla en los libros en idioma ruso: L. A. Lusternik, Figuras con- 
vexas y polígonos, Gostejisdat, M, 1956; 7. M. Yaglom y V. G. Bol- 
tianski, Figuras convexas, Costejisdat, M, 1951. A este tema está 
también dedicado el artículo “Figuras y cuerpos convexos” en el Y 
tomo de la Enciclopedia de matemáticas elemental (págs. 181-269). 
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Una figura F se llama conveza si junto con cada dos 
puntos A y B, ella contiene íntegramente el segmento AB 
que los une (fig. 19). Por ejemplo, son figuras convexas el 
triángulo, paralelogramo, trapecio, círculo, segmento de 
un círculo, elipse, etc. (fig. 20). En la fig. 21 se dan ejemplos 
que muestran figuras que no son convexas. Las figuras re- 
presentadas en la fig. 20 son acotadas, pero también hay 
figuras convexas no acotadas (“que se extienden al infini- 
to”): semiplanos, ángulos menores de 180°, etc. (fig. 22). 


FIG. 22 


Los puntos de toda figura F pueden ser: interiores y 
límite (frontera). Se Maman interiores a aquellos puntos 
que por todos los lados están rodeados por los de la figura 
F. De este modo, si A es un punto interior de la figura F, 
entonces, un círculo de cierto radio (por muy pequeño que 
sea) con el centro en el punto A, pertenece íntegramente a 
la figura F (fig. 23). Al punto límite de la figura F pueden 
aproximarso cuanto se desee, tanto los puntos que pertene- 
cen a dicha figura, como aquellos que no le pertenecen (el 
punto B en la fig. 23). Todos los puntos límites tomados en 
conjunto, forman cierta línea llamada contorno de la fi- 
gura F. Si una figura convexa F es acotada, su contorno 
lo formará una línea cerrada (véanse las figs. 19, 20). 

Para la posterior exposición, es importante señalar, 
que cualquier recia que pasa por un punto interior de una 
figura convexa acotada F, interseca el contorno de dicha 
figura sólo por dos puntos (fig. 24) y que el segmento que 
une a estos dos puntos pertenece a la figura F, mientras que 
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la parte restante de dicha recta se encuentra fuora de los 
límites de dicha figura. 


Sea B cierto punto límite de la figura convexa F. Desde 
dicho punto, tracemos todos los rayos posibles que pasen 
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FIG. 23 


por puntos de la figura F, diferentes de B. Dichos rayos 
ocuparán cierto semiplano (fig. 25,a), o cierto ángulo menor 
que 180° (fig. 25, b). En el primer caso, la recta que limita 


FIG. 25 


el semiplano es la recta de apoyo de la figura F. Cualquier 
otra recta que pasa por el “punto B, dividirá la figura en dos 
partos (fig. 26), es decir, no será la de apoyo. En otras pa- 
labras, en este caso, por el punto B pasa una sola recta de 
apoyo de la figura F, llamada tangente a dicha figura en el 
punto B. En el segundo caso, (fig, 25, b), toda la figura F 
2 
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está situada en el interior del ángulo ABC menor que 180° 
y por dicha razón, por el punto B pasa un número infinito 


FIG. 26 


de rectas de apoyo de la figura F (fig. 27). Particularmente, 
son de apoyo las rectas BA y BC. Los rayos BA y BC (tra- 


A 
FIG. 27 


zados on la fig. 27 con líneas gruesas) se denominan semi- 
tangentes a la figura F en el punto B. 

Considerando conjuntamente estos dos casos, vemos que 
por cada punto límite B de la figura convexa F pasa, por 
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lo menos, una recta de apoyo de dicha figura. Si por el punto 
B pasa sólo una recta de apoyo de la figura F (fig. 25, a), 
dicho punto se llamará punto límite regular de esta figura. 
Si por el punto B pasa un número infinito de rectas de apo- 
yo de la figura F, entonces llamaremos a B, punto anguloso 
(fig. 25, b). 

Ahora supongamos que F, y F, son dos figuras conve- 
xas. En este caso, la intersección de estas figuras (o sea, su 
parte común) también será una figura convexa (fig. 28). 
En la fig. 29, se muestran dos figuras convexas; el círculo 
F, y el ángulo F,, con el vértice en el centro del círculo; 
la intersección de las dos figuras es un sector circular, En 
la fig. 30 las dos figuras convexas F,, Fẹ no son acotadas 
(cada una de ellas es una banda); la intersección de estas 
figuras forma un paralelogramo. Todo lo expuesto anterior- 
mente se refiere no sólo a dos figuras, sino que también a 
un mayor número de éstas: la intersección de cualquier nú- 
mero (incluso infinito) de figuras convezas, forma otra 
figura conveza(*). En la fig. 31 so muestra que un polígono 
convexo se forma por la intersersión de un número finito 
de semiplanos. El círculo (fig. 32) va uu. ea la intersección 
de semiplanos, pero su número es infinito. En general, 
cualquier figura convexa se puede representar como la in- 
tersección de un número infinito de semiplanos. 

Sean F una figura convex.. » a un punto que no perte- 
nece a ella. En este caso, existirá una recta que separa el 
punto A de la figura F, o sea, una recta por un lado de la 
cual está situada por completo la figura F, mientras que 
por el otro está situado el punto A (fig. 33). Esta propiedad 
de las figuras convexas, es característica: si cualquier punto 
que no pertenece a la figura F, puede ser separado de ella por 
una recta, dicha figura es convexa. En otras palabras, que 
si la figura F no es convexa, puede hallarse un punto que 
no pertenece a ella y que no pueda ser separado de la figura 
F por ninguna recta (fig. 34). 

En resumen señalemos que para toda figura F de diá- 
metro d, existe una figura convexa mínima F, en la que F 
puede estar situada por completo; dicha figura (fig. 35) 
llamada cubierta (cápsula) convexa de la figura F, también 
tiene el mismo diámetro d. Es posible que la figura F sea 
discontinua, es decir, que conste de dos o varias partes in- 
dependientes y sin embargo, incluso en este caso, puede 
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ser hallada su cubierta convexa. Por ejemplo, en la fig. 
36, se muestra la cubierta convexa de la figura F formada 
por dos partes independientes F,, F, y el punto A. 
Podemos representar la cubierta convexa de la forma 
siguiente: por la parte exterior de la figura F se tensa un 
hilo flexible (de “goma”): entonces, la línea por la que se 
dispone el hilo será el contorno de la cubierta convexa F. 


FIG. 36 


Sin embargo, esta descripción sólo es ilustrativa. La defi- 
nición exacta de la cubierta convexa, se expone de la forma 
siguiente. Es preciso considerar todas las figuras convexas 
que contienen la figura F; en este caso, la intersección de 
todas ellas será la cubierta convexa de la figura F. En efec- 
to, de acuerdo con lo dicho anteriormente, la indicada in- 
tersección será una figura conveza. Es también claro, que 
dicha intersección contiene a la figura F y es la figura 
convexa mínima que posee dicha propiedad, 


$5. 
FIGURAS DE ANCHO 
CONSTANTE 


Supongamos que F es una figura convexa acotada y Z, 
una recta. Tracemos para la figura F dos rectas de apoyo 
paralelas a 1. La distancia h entre las dos rectas de apoyo se 
llama ancho de la figura F en dirección a Z. Al examinar 
la fig. 37, es fácil deducir que la altura del triángulo equi- 
látero es simultáneamente su ancho mínimo mientras que 
su lado, el máximo. El ancho del círculo es igual en cual- 
quier dirección, es decir, igual a su diámetro. Puede pare- 
cer que el círculo es la única figura convexa que tiene esta 
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propiedad. Sin embargo, esto no es así: hay una multitud 
infinita de figuras de ancho constante, es decir, de aquellas 
figuras cuyo ancho es igual en todas las direcciones. El 


FIG. 37 FIG. 38 


ejemplo más sencillo de tal figura es el triángulo de Reu- 
leauz, mostrado en la fig. 38. Es la intersección de tres círcu- 
los de radio h, cuyos centros están situados en los vértices 
de un triángulo equilátero, cuyo lado es igual a h. 

En general, si F es un polígono regular con un número 
impar do vértices y si h es la longitud de la mayor de sus 
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diagonales, entonces, uniendo cada dos vértices adyacentes 
con el arco de una circunferencia de radio h con centro en el 
vértice opuesto, obtendremos una figura de ancho constante k 
(fig. 39). La indicada construcción también tiene lugar en 
el caso cuando un polígono de diámetro h con número impar 
de lados sea irregular, pero de cada uno de sus vértices par- 
ten dos diagonales de longitud h (fig. 40). 


2x 


Las figuras də ancho constante tienen una serie de pro- 
piedades interesantes; aquí sólo indicaremos algunas de 
las más sencillas*). 


A C 
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Señalemos, ante todo, que el diámetro de una figura de 
ancho constante es igual a su ancho: d=}. Por cada uno de 
los puntos límites de la figura de ancho constante d pasa, 
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por lo menos, un diámetro de esta figura (o sea, una cuerda 
de una longitud d). De esto se desprende que para toda fi- 
gura F de ancho constante es válida la igualdad a (F)=3. 


*) La demostración de dichas ropiedades puede 
encontrarse en el libro de 7. M. Yaglom y V. G. Bolttanskt indicado 
en la pág. 19, 
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Además, el contorno de la figura de ancho constante d no 
puede ser dividido en dos partes de menor diámetro. Esto 
se demuestra de la misma manera que para la circunferencia 
(pág. 11 y observación (*). 

Dos diámetros cualesquiera de una figura de ancho cons- 
tante siempre se intersecan (en el interior de la figura o en 
su contorno, fig. 4, 42). En este caso, si dos diámetros AB 
y AC tienen un punto límite común A, entonces, el arco 
BC de radio d con centro en el punto A, se encuentra ínte- 
gramente en el contorno de la figura (fig. 42). 

Señalemos, en fin, que si F es una figura de ancho cons- 
tante y AB, su diámetro, las rectas l, y lą que pasan por 
los puntos A y B y que son perpendiculares al segmento AB 
serán rectas de apoyo de la figura F (fig. 43). 


(ía zQIE3Q 3 A+ 
$ 6. 
INTRODUCCIÓN 
DE UNA FIGURA 
EN OTRAS DE ANCHO 
CONSTANTE 


Retornemos a la fig. 39 y designemos por M el polígono 
regular que está representado en ella y por F, la figura de 
ancho constante que lo contiene. De esta forma, el polígono 
M de diámetro d está situado en la figura F de ancho cons- 
tante d. 

Para los polígonos regulares con un número par de lados, 
tal construcción no es factible. Sin embargo, en este caso 
sigue siendo válido que un polígono regular con diámetro 
d puede ser introducido en una figura de ancho constante d 
(fig. 44). Es interesante señalar que para un polígono re- 
gular con un número impar de vértices, existe una sola 
figura de ancho constante y del mismo diámetro que lo con- 
tiene. Para un polígono regular con un número par de lados, 
la figura de ancho constante (y del mismo diámetro) que lo 
contiene no es una sola. Por ejemplo, un cuadrado de diá- 
metro d, puede estar situado no sólo en la figura que se 
muestra en la fig. 44, sino que también en el círculo circuns- 
crito que, como es evidente, es una figura de ancho cons- 
tante d. 
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Todo lo expuesto anteriormente sobre la posibilidad de 
introducir polígonos regulares en figuras de ancho constante 
tiene una generalización de gran importancia. Tiene lugar 
el siguiente teorema: 

Teorema 2. Toda figura de diámetro d puede ser introduci- 
da en cierta figura de ancho constante d. 

Con objeto de demostrar este teorema, establozcamos 
proviamente una noción y demostremos tres lemas. 

Sea F una figura plana arbitraria, cuyo diámetro no es 
mayor que d. Es claro, que podemos encontrar un círculo 
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de radio d que contenga por completo la figura F (por ejem- 
plo, si A es un punto arbitrario de la figura F, el círculo 
de radio d con centro en A contiene por completo a F). La 
intersección de todos los círculos de radio d que contienen 
la figura F, la designaremos por F* y la llamaremos d-er- 
tensión (o bien, simplemente extensión) de la figura F. 
Por ejemplo, si F es un triángulo equilátero con lado d, 
F* será un triángulo de Reulevax (fig. 45). 

De la definición dada, se desprende que la extensión de 
una figura convexa F (con diámetro que no sea mayor que 

, también será una figura convexa. 

Lema 2. Sea F una figura de diámetro d. Entonces su ez- 
tensión F* tiene también un diámetro d. 

Demostración. Supongamos que A y B son puntos ar- 
bitrarios de la figura F*. Tomemos un punto arbitrario M 
do la figura F y examinemos el círculo Kẹ de radio d con 
contro en el punto M (fig. 46). Este círculo contiene por 
completo la figura F y por consiguiente, es uno de aquellos 
círculos que en su intersección forman la figura F*, Por 
esta razón, esta última figura estará contenida en el cír- 
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A E 
culo Km. En particular, el punto A pertenece al círculo 
Km y por lo tanto 
AM<d. 
Así, AM<d para todo punto M de la figura F. Por 


consiguiente, el círculo K4 de radio d y con centro en el 
punto A, contiene toda la figura F (fig. 47) y por lo tanto, 


FIG. 46 FIG. 47 


es uno de aquellos círculos que en su intersección forman la 
figura F*. De todo lo dicho se deduce que la figura F* está 
situada por completo en el círculo Ka. En particular, el 
punto B pertenece al círculo Ka y por lo tanto AB<d. 

De ese modo, la distancia entre los puntos arbitrarios A 
y B de la figura F* no-sobrepasa a d, es decir, el diámetro 
de esta figura no es mayor que d. Pero a su vez, no es menor 
que d, ya que la figura F* contiene por completo la figura 
F de diámetro d. 

Lema 3. Sean F una figura de diámetro d y F*, su exten- 
sión. Supongamos, además, que M es un punto límite arbi- 
trario de la figura F*, y l unalínea de apoyo de F* que pasa 
por el punto M. En este caso, el círculo K, de radio d, que hace 
contacto con la recta l en el punto M y que está situado por 
el mismo lado de la rectu l que la figura F, contiene por 
completo la figura F* (fig. 48). 

Demostración. Supongamos que el círculo Kr no con- 
tiene la figura F*, es decir, que se puede hallar un punto A 
que pertenece a la figura F* y que se encuentra fuera del 
círculo K;. Tracemos por los puntos M y A una circunferen- 
cia S de radio d, cuyo centro esté situado por el mismo lado 
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de la recta 1 que la figura F* (fig. 49). Ya que la circunto- 
rencia S se diferencia de la del círculo Kı, la primera no 
hará contacto con la recta Z en el punto M, es decir, inter- 
seca la recta 1. Por consiguiente, el arco AM de la circun- 
ferencia $ (menor que semicircunterencia) interseca la recta 
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l, o sea, que en el arco A M se halla un punto X situado por 
el lado de la recta 1 opuesto a la figura F*. Supongamos 
a continuación que K es un círculo arbitrario de radio d, 
que contiene la figura F. En este caso, este círculo contie- 
ne también la figura F* (ya que K es uno de los círculos 
que en su intersección forman la figura F*) y por lo tanto, 
los puntos A y M pertenecen al círculo K. En virtud de lo 
dicho, se desprende que el círculo K contiene por completo 
el arco AM; en particular, el punto X pertenece al círculo 
K. Así, todo círculo de radio d que contiene una figura F, 
contiene simultáneamente el punto X y por esta razón, 
este punto pertenece a la figura F* a pesar de que les la 
recta de apoyo de la figura F*. Esta contradicción demues- 
tra el lema dado. 

Loma 4. Si F es una figura conveza de diámetro d y no 
es una figura de ancho constante, existe una figura convexa 
H de diámetro d que contiene la figura F y que es diferente 
E ella (y que por consiguiente, tiene una área mayor) 
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Demostración. Examinemos la extensión F* de la figura 
F. Si esta última no coincide con F*, la figura 


H=F* 


es la que buscamos: contiene la figura F, su diámetro es 
igual a d y, evidentemente, tiene una área mayor que la 
de la figura F. 

A continuación, supongamos que la figura F coincide 
con F*, Como F no es una figura de ancho constante d, 
pueden hallarse dos líneas de apoyo paralelas 1 y 1” de la 
figura F la distancia entre las cuales es menor que d. Desig- 
nemos por M el punto común de la recta 1” y la figura F 
y por K, un círculo de radio d que hace contacto con la recta 
Y en el punto M y que está situado por el mismo lado de 
la recta 1' que la figura F (fig. 50). 
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Designemos por A el centro del círculo K. El punto A 
no pertenece a la figura F (ya que AM=d y la distancia 
entre 1 y 1'” es menor que d). De acuerdo con el lema 3, 
el círculo K contiene por completo la figura F=F*. Por 
consiguiente, para todo punto M de la figura F, el segmen- 
to AM no es mayor que d. En otras palabras, la figura F’ 
formada por F y el punto A, tiene un diámetro d. La cu- 
bierta convexa H de la figura F’ (fig. 50), también tiene 
un diámetro d. Ya que el área de la figura H es evidente- 
mente mayor que la de la figura F (recordemos que el pun- 
to A no pertenece a F), la figura H es la incógnita. 
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Demostración del teorema 2. Sca F una figura de diá- 
metro d. Si su extensión F* es una figura de ancho constan- 
te, el teorema es válido. 

Supongamos a continuación, que F* no es una figura 
de ancho constante. Estudiemos las más diversas figuras 
de diámetro d que contienen la figura F*. Ya que toda 
figura de diámetro d se encuentra por completo en cierto 
círculo de radio d, el área do cualquiera de estas figuras no 
sobrepasa a zd. Llamemos k al mayor de aquellos números 
enteros que demuestran que existe una figura de diámetro 
d que contiene a F* y que tiene una área mayor o igual a k. 
Elijamos una de tales figuras y denominémosla Hp. Es 
evidente que H, posee las siguientes propiedades: tiene diá- 
metro d y toda figura de diámetro d que la contiene, tiene 
una área mayor que la de la primera sólo en 1 (ya que de 
lo contrario, en lugar de k se podría tomar k-+1). 

Ahora, designomos por k, el mayor de aquellos números 
enteros que demuestran que existe una figura convexa de 
diámetro d que contiene a H, y que tiene una área mayor 


o igual a ktë. Entre dichas figuras, elogimos una y la 
gu: 10 g 


llamamos H,. Así, H, contiene la figura H,, tiene un diáme- 
tro d y toda figura convexa de diámetro d que contiene H,, 
supera al área de H, en no más de 1/10. 

Exactamente, del mismo modo, trazaremos la figura 
convexa Hs de diámetro d, que contiene la figura H, y que 
posee la propiedad de que toda figura convexa de diámetro 
d que contiene Fa, supera su área en no más de 1/100. A con- 
tinuación, realizamos tal construcción para 1/1000, etc. 


Al efectuar esta construcción, pueden presentarse dos 
posibilidades: bien en cierto momento de la indicada cons- 
trucción se obtiene una figura Hn, que es ya de ancho cons- 
tante d (y en la que acaba la construcción), o bien ninguna 
de las figuras H, será de ancho constante y obtendremos 
una serie infinita de figuras convexas He, Hi, ..., Hn, ..., 
cada una de Jas cuales se contiene en la siguiente. En el 
primer caso, cuando la construcción termina en la figura 
Hn, que tiene ancho constante d, dicha figura Hn será evi- 
dentemente la buscada. En el segundo caso, designamos 
por H el conjunto de todas las figuras H,, His ..., Hn, ... 
En otras palabras, H consta de todos aquellos puntos, cada 
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paoe los cuales pertenece a cualquiera de las figuras 
H, (°). 

La figura H es convexa. Efectivamente, supongamos que 
A y B son dos puntos de dicha figura. En este caso, A por- 
tenecerá a cierta figura H, mientras que B, a cierta figura 
Hm. Para mayor certeza, sea n=m. Entonces, la figura 
Hm se encuentra por completo en Hn. Por consiguienio, 
los dos puntos A, B pertenecen a la figura Ha y junto con 
ellos, a dicha figura pertenece el segmento AB. Pero en este 
caso, el indicado segmento pertenece a la figura H, lo que 
significa que dicha figura es convexa. 

Más adelante, vemos con evidencia que el diámetro de 
la figura H es d. Naturalmente, supongamos que A y B 
son dos puntos arbitrarios de la figura H. Entonces, como 
vimos anteriormente, estos dos puntos pertenecen a cierta 
figura Ha. Y como el diámetro de H, es igual a d, AB<d. 

Demostremos finalmente, que H es una figura de ancho 
constante d. Supongamos lo contrario. En este caso, en vir- 
tud del lema 4, existe una figura convexa H’ de diámetro 
d que contiene la figura H y cuya área es mayor. Sea n tal 
número natural que la diferencia de las áreas de las figuras 
H' y H, es mayor que 1/10”. Por lo tanto, la diferencia 
entre las áreas de las figuras H’ y Hn indudablemente se- 
rá mayor que 1/10”, Pero este resultado, contradice a la 
elección de la figura Hn. La contradicción mostrada, fi- 
naliza la demostración del teorema. 


$7 
¿PARA QUÉ FIGURAS 
a(F)=3? 


Como ya señalamos, hay casos cuando una figura de 
diámetro d sólo puede ser completada unívocamente hasta 
otra figura de ancho constante d (como por ejemplo, en el 
caso de un polígono regular con número impar de lados). 
En otros casos, tal operación no puede realizarse unívoca- 
mente. Otro ejemplo de figura, que permite hallar variadas 
soluciones para completarla hasta otra de ancho constante, 
puede ser un círculo del que se ha cortado un segmento con 
un arco que sea menor que la semicircunferencia. El diá- 
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metro d de esta figura F es, por lo visto, igual al diámetro 
del círculo inicial K. Por lo tanto el círculo K es una de las 
figuras de ancho constante d que contieno la figura F. Otro 
tipo de complemento hasta una figura de ancho constante 
se muestra en la fig. 51 (en la que AN=NB=CA=BD= 
=d y TAB, —DN, —CN, son acros de radio d). 


Ahora, retornemos al problema de la definición de las 
figuras F para las que a (F)=3, que fue planteado al prin- 
cipio del $ 4. En el presente párrafo, daremos la solución 
de este problema hallada por V. G. Boltianski el año 1969. 

Teorema 3. Para una figura plana F de diámetro d, la 
igualdad a(F)=3 es válida en el caso y sólo en el caso cuan- 
do la figura F se completa univocamente hasta una figu- 
ra de ancho constante d. 

Por ejemplo, para todo polígono regular F con número 
impar de lados es válida la igualdad a(F)=3, mientras 
que para todo polígono regular con número par de lados, 
a(F)=2 (la última igualdad está clara directamente; véase 
la fig. 52). Así mismo, un círculo con un segmento cortado 
(véase la fig. 51) satisface la igualdad a(F)=2 (lo que tam- 
bién está claro directamente; véase la fig. 53). 

Demostremos una sorie de proposiciones auxiliares, antes 
de pasar a la demostración del teorema 3. 
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Lema 5. Sea F una figura plana convexa de diámetro d. 
Si existe un circulo de radio d que contiene la figura F y 
cuyo centro no pertenece a la figura F*, en tal caso la figura 


FIG. 52 


F se completa no univocamente hasta otra figura de ancho 
constante d. 

Demostración. Sca K un círculo de radio d que contiene 
la figura £ y cuyo centro A no pertenece a la figura F*. 
Como esta última es la intersección de todos los círculos 
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de radio d que contienen la figura F y ya que el punto A 
no está situado en la figura F*, podemos hallar un círculo 
K' de radio d que contiene la figura F y no el punto A. 
Elamemos B al centro del círculo K’ (fig. 54). Claro está, 
que la longitud del segmento AB es mayor que d (ya que el 
círculo K” no contiene el punto A). 

Más adelante, uniendo el punto A a la figura F, obte- 
nemos una figura discontinua F’, cuyo diámetro, como se 
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ve fácilmente, será igual a d. (Efectivamente, la distancia 
desde el “nuevo” punto A hasta toao punto de la figura F 
no es mayor quo d, ya que F se encuentra en el círculo K). 
De esta misma forma, uniendo el punto B a la figura F, 
obtenemos una figura discontinua F”, cuyo diámetro es 
igual a d. Tomemos a continuación, cualquier figura D” 
de ancho constante d y que contiene la figura F’ y otra cual- 
quier figura D'* de ancho constanto d y que contiene la fi- 
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gura F”” (esto puede ser realizado de acuerdo con el teore- 
ma 2). Claro está que las figuras D' y O” no pueden coinci- 
dir (ya que AB>d y por lo tanto, ninguna figura de ancho 
constante d no puede contener los dos puntos A y B). Sin 
embargo, en cada una de las figuras D’ y O”, puede encon- 
trarse la figura F. Por esta razón, F se completa hasta otra 
figura de ancho constante d no unívocamente. 

Lema 6. Sea F una figura de diámetro d y ®, una figura 
de ancho constante d, que contiene la figura F. En tal caso, 
OD contiene por completo la figura F*. 

Demostración. Sea A un punto arbitrario que no pertene- 
ce a la figura ®. Tracemos una recta } que separa el punto A 
de la figura OD. Designemos por }' y X” las rectas de apoyo 
de la figura D, paralelas a l y por B y C, los puntos comunes 
de estas rectas y la figura O (fig. 55). En tal caso, el seg- 
mento BC es perpendicular a las rectas 1, 1” y tiene longi- 
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tud d. Llamemos Ko a un círculo de radio d, cuyo centro 
está situado en el punto C. Este círculo, contiene por com- 
pleto la figura O y a consecuencia de esto, contiene también 
la figura F. Por lo tanto, Kg es uno de los círculos que en 
su intersección forma la figura F*. Por consiguiento, F* 
se encuentra íntegramente en el círculo Kg. Como el punto 
A no pertenece al círculo Kg, tampoco pertenece a la figura 
F*, Pues bien, si el punto A no pertenece a la figura D, 
tampoco pertenece a F*. Lo cual significa, que F* está 
por completo situada en la figura O. 

Lema 7. Una figura F de diámetro d se completa unívoca- 
mente hasta otra figura de ancho constante d en el caso y 
sólo en el caso cuando su extensión F* es también una figura 
de ancho constante d. 

Demostración. Sean /'* una figura de ancho constante d 
y H, una figura arbitraria de ancho constante d, que contie- 
ne F. En virtud del lema 6, la figura H dehe también conte- 
ner por completo la figura F*. Ya que F* es una figura 
de ancho constante d, de aquí se desprende que / coincide 
con F*. De ese modo F se completa univocamente hasta 
una figura de ancho constante d. 

Supongamos ahora, que F* no es una figura de ancho 
constante d. Entonces, se puede trazar dos rectas de apoyo 
paralelas l, Y de la figura F* la distancia entre las cuales 
es menor que d (fig. 56). Sea M el punto en el que la recta 
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l hace contacto con la figura F*. Designemos por Kı a un 
círculo de radio d, que hace contacto con la recta ¿en el 
punto M y que está situado por el mismo lado de la recta 
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l que la figura £*. En virtud del lema 3 el círculo K; con- 
tience la figura F*. Es evidente que el centro A del círculo 
Kı no pertenece a la figura F* (ya que esta última está 
situada en la banda entre las rectas ¿, l’, mientras que el 
centro A está dispuesto fuera de dicha banda). Pero en tal 
caso, en virtud del lema 5, la figura F se completa no uní- 
vocamente hasta otra figura de ancho constante d. 

Lema 8. $i al cumplir las condiciones del lema 3, el 
punto M no pertenece a la figura F, pueden ser hallados ta- 
les dos puntos A, B de dicha figura situados en la circunfe- 
rencia del círculo Kı, que el arco AB de dicha circunferencia 
(menor que semicircunferencia) contiene al punto M (fig. 
57). 

Demostración. Designemos por N a un punto del círeu- 
lo Kı, diametralmente opuesto al punto M. Para simpli- 
ficar el lenguaje, pongámonos de acuerdo considerar la recta 
l “horizontal” y que el círculo Ķ; se encuentra “debajo” 
do dicha recta 1 (fig. 57). Si la semicircunferencia izquierda 
determinada por los puntos M y N, no contuviera ningún 
punto de la figura F, se podría desplazar el círculo K; a la 
derecha e incluso entonces, el círculo desplazado K’ conten- 
dría la figura F (y por lo tanto, la figura F*). Pero en tal 
caso, la figura F* estaría en la intersección de los círculos 
Ky K' y la recta 1 no podría ser de apoyo do la figura F* 
(fig. 58). Este razonamiento muestra que la semicircunfe- 
rencia izquierda contiene el punto A (por lo menos, uno) 
de la figura F (fig. 57). Análogamente, la semicircunferencia 
derecha contiene el punto B de la figura F. Luego, ya que 
los puntos A, B, M pertenecen a la figura F*, AM<d, 
BM<d y por lo tanto, aquél de los dos arcos, determinados 
por los puntos A y B en la circunferencia del círculo Kı, 
que contiene el punto M, será menor que la semicircun- 
ferencia (es incluso menor que la sexta parte de la circun- 
ferencia, ya que AB<d). 

Lema 9. di la figura F tiene un diámetro menor que d, 
su d-extensión F* también tiene un diámetro menor que d. 

Demostración. Designemos por d' el diámetro de la fi- 
gura F, pero de tal modo que d' <d. Seguidamonte, llamemos 
F' a la d'-extensión de la figura F, mientras que a su d-ex- 
tensión seguimos llamándola F*. Supongamos que el punto 
M del plano no pertenece a la figura F”, es decir, existe un 
círculo K' de radio d' que contiene la figura F, pero no 
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contiene el punto M. Designemos por A al punto del círculo 
K’ más cercano a M (fig. 59) y tracemos un círculo K de 
radio d que contiene el círculo K' y que hace contacto con 
el último por su interior en el punto A. Es evidente, que el 
círculo K tampoco contiene el punto M (pero contiene la 
figura F), de lo que se desprende que M no pertenece a la 
figura F*. O sea, que si el punto M no pertenece a la figura 
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F', tampoco pertenece a la figura F* y por lo tanto, F* 
está situada por completo en la figura F’. Pero la d'-exten- 
sión F’ de la figura F de diámetro d', en virtud del lema 2 
tiene un diámetro d'. Por consiguiente, el diámetro de la 
figura F* no es más de d', es decir, es menor que d. 

Demostración del teorema 3. Sea F una figura de diá- 
metro d que se completa no unfvocamente hasta otra figura 
de ancho constante d. Demostremos, que a(F)=2. En 
efecto, supongamos que OD, y O,, son dos distintas figuras 
de ancho constante d que contienen F. Está claro, que 
se puede hallar un punto límite A de la figura OD, que se 
encuentre dentro de la figura ®,. Por el punto A podemos 
trazar una recta de apoyo } de la figura ®,. Sea l4 la segunda 
recta de apoyo de la figura O,, paralela a 1, y B, el punto 
de encuentro de dicha recta con la figura O, (fig. 60). En 
tal caso, la recta AB es perpendicular a las rectas h, la. 
Demostremos que la recta AB divide la figura F en dos 
partes y que cada una de ellas tiene un diámetro menor 
que d. 

Admitamos, por el contrario, que cualquiera de estas 
partes tiene un diámetro igual a d, es decir, por un lado 
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de la recta AB se encuentran los puntos C, D de la figura F 
que están uno del otro a una distancia igual a d. Entonces, 
los segmentos AB y CD son diámetros de la figura OD, de 
ancho constante (recordemos que la figura O, contiene la 
figura F) y por lo tanto, los segmentos AB y CD deben in- 
tersecarse en un punto que es interior para Jos segmentos 
AB y CD, o tener un punto extremo común. La primera 
suposición es imposible, ya que los puntos C, D se sitúan 


FIG. 60 FIG. 61 


por un mismo lado de la recta AB. Por consiguiente, los 
segmentos AB y CD deben tener un punto extremo común. 
Pero el punto B se encuentra fuera de la figura O, (ya que 
A está dentro de dicha figura y AB=d) y esto significa que 
también, fuera de la figura F mientras que los puntos C, 
D pertenecen a dicha figura. Por lo tanto, el punto B no 
puede ser punto extremo común de los segmentos AB y 
CD. En resumen, el punto A situado dentro de la figura O,, 
está alejado de cualquier punto de ©, a menos que d y por 
esta razón no puede coincidir con el extremo del segmento 
CD, situado en O, y que tiene una longitud igual a d. 

La contradicción que hemos obtenido, nos demuestra 
que cada una de las partes en las que la recta AB divide 
la figura F, tiene un diámetro menor que d y por lo tanto 
a(F)=2. 

Supongamos a continuación que la figura F de diámetro 
d se completa unívocamente hasta otra figura de ancho cons- 
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tante d. Mostremos que en este caso a(F)=3. Admitamos, 
por el contrario, que a (F)=2, o sea, que podremos repre- 
sentar F como el conjunto de dos figuras Q,, Q}, ambas 
con diámetros menores que d. Ya que F se completa uní- 
vocamente hasta otra figura de ancho constante d, F* tam- 
bién es una figura de ancho constante d (lema 7). Designe- 
mos por Q; y Q, la d-extensión de las figuras Q, y Q. 
En virtud del lema 9, cada una de las figuras Qi y Q} 
tiene un diámetro menor que d. 


Designemos por T el contorno de la figura F*. Sea M 
un punto arbitrario de la curva T. Si el punto M pertenece 
a la figura F, es evidente que M se encuentra en el con- 
junto de las figuras Q, y Q, y, además, sin duda se encuentra 
en el conjunto de las figuras Qi y Q; Supongamos ahora, 
que el punto M no pertenece al conjunto F. Tracemos una 
recta de apoyo 1 de la figura F* que pasa por el punto M y 
un círculo K; de radio d que hace contacto con la recta 1 
en el punto M y está situado por el mismo lado de Ja recta 
l que la figura F* (fig. 61). El centro N de dicho círculo 
pertenece a la figura F* (ya que MN 11 y MN=d, es de- 
cir, MN es el diámetro de la figura F* de ancho constante 
d). Ya que el punto M no pertenece a la figura F, según 
el lema 8, se encontrarán dos puntos A, B do la figura F 
situados en la circunferencia del círculo K; y que en ella for- 
man el arco AB (menor que semicircunferencia) que contiene 
el punto M. De esta forma AN=BN=d, o sea, AN y BN 
son diámetros de la figura F* de ancho constante d. De 
aquí se deduce que N es un punto anguloso de la curva T 
y que el arco AB pertenece por completo a dicha curva, ya 
que M es un punto regular (no anguloso) de Ja curva T. 
En virtud de lo dicho, está claro que el punto N debe per- 
tenecer a la figura F (pues en caso contrario, cambiando 
los “papeles” de M y N, podríamos mediante un razona- 
miento análogo obtener que M es un punto anguloso y N 
no anguloso de la curva T). 

Debido a que el punto N pertenece a la figura F, deberá 
estar situado, por lo menos, en una de las figuras Q,, Qu. 
Para mayor certeza, supongamos que el punto N pertenece 
a la figura Q,. Ya que AN=BN=d y el conjunto Q, tiene 
un diámetro menor que d, los puntos A, B no pertenecen al 
conjunto Q,. Pero como ambos puntos pertenecen a la figu- 
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ra F, tanto A como B, están situados en la figura Q¿. El 
arco AB de radio d que contiene el punto M, pertenecerá, 
evidentemente, a cualquier círculo de radio d, que contiene 
los puntos A y B. En particular, dicho arco pertenece a 
cualquier círculo de radio d que contiene a la figura Q3. 
De aquí se deriva que el punto M pertenece a la figura a 
Análogamento, si N pertenece a la figura Qs, M pertenece 
a la figura Q;. De ese modo, en todo caso, el punto M per- 
tenece al conjunto de las figuras Q} y Q3- 

Pues bien, todo punto M de la línea T (que pertenece 
o no a la figura F), se encuentra en el conjunto de las fi- 
guras Q; y Q;, es decir, la línea T puede ser dividida en 
dos partes, cada una de las cuales tiene un diámetro menor 
que d. Pero esto no es posible, ya que T es el contorno de 
una figura de ancho constante (véaso la pág. 28). La contra- 
dicción obtenida, finaliza la demostración del teorema 3(1). 

En conclusión señalemos que en virtud del lema 7, el 
Troma demostrado puede ser formulado de la siguiente 
orma: 

Sea F una figura de diámetro d; la igualdad a(F)=3 
será válida cuando y sólo cuando F* es una figura de ancho 
constante d. 

Señalemos también el siguiente interesante" hecho: 

Para toda figura plana F de diámetro d tiene lugar la 
igualdad a(F)=a(F*). 

En efecto, si a(F)=2, existen dos diferentes figuras 
Qı, Pa de ancho constante d que contienen la figura F. 
Entonces, en virtud del lema 6, la figura F* se contiene 
en cada una de las figuras D,, D,, es decir, la figura F* 
se completa también no unívocamente hasta otra figura de 
ancho constante d. Por consiguiente, a(F*)=2, es decir, 
a(F*)=a(F). Pero si a(F)=3, entonces, sin duda, a(F*)=3, 


CAPÍTULO HI 
DIVISIÓN 
DE FIGURAS 
EN EL PLANO 
DE MINKOWSKI 


$8. 
EJEMPLO EVIDENTE 


Si como unidad de longitud se ha tomado el segmento 
LM, la longitud de un segmento arbitrario AB se deter- 
mina como un número igual a la razón AB : LM. La lon- 
gitud del segmento AB sólo depende de su magnitud y no 
depende en absoluto de su dirección y disposición. Sin em- 
bargo, en ciertos problemas, surge la necosidad do dar otra 
definición de la longitud del segmento, en la que ésta tanto 
depende de su magnitud como de su sentido. Para determi- 
nar la longitud desde este punto de vista, hay que prefijar 
por separado la unidad de longitud para cada dirección. 
Una interesante definición de este género, fue propuesta a 
finales del siglo XIX por el conocido matemático alemán 
G. Minkowski. Dicha definición, se examina en el presente 
párrafo. Para aclarar su carácter, estudiemos primeramente 
un ejemplo evidente. 

Supongamos que nos encontramos en una gran ciudad M. 
En el plano de esta ciudad, la mitad de las calles están 
trazadas verticalmente por todo su territorio, mientras 
que la otra mitad, horizontalmente (fig. 62). Alguien (una 
persona), desea ir (a pie o en automóvil) desde el punto A 
de dicha ciudad, al B. ¿Cuál es en su imaginación la “dis- 
tancia” entre estos dos puntos? 

Sin duda alguna, teniendo el plano de la ciudad, es po- 
sible trazar con una regla el segmento AB y medir su longi- 
tud. Sin embargo, en nuestra ciudad, tal distancia podría 
ser sólo imaginaria, ya que para desplazarse por el seg- 
mento AB sería necesario pasar a través de las paredes de 
las casas*). Conviene considerar como la distancia real 


+} Suponemos que nuestro “Alguien” no posce la 
capacidad del personaje principal de la película “El hombre que pasa 
a través de las paredes”. 
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entre los puntos A y Bla longitud de la quebrada ACB, que 
se muestra en la fig. 63. Además de ACB, hay una serie de 
Otros caminos reales desde A hasta B de esta misma longi- 
tud (fig. 64), pero caminos más cortos no hay. 
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Si en el plano de la ciudad se introduce un sistema de 
coordenadas, cuyos ejes se tracen a lo largo de dos calles 
recíprocamente perpendiculares, en virtud de lo dicho an- 
teriormente, está claro que la distancia real entre los pun- 
tos A(z,, y1) y Blza, ya) de nuestra ciudad M (o sea, la 
longitud del “segmento” AB en la geometría de dicha ciu- 
dad), es igual a 


lon. 4AB = |z, — z| + lya — al (9) 


(fig. 65). Al aprender a determinar la “distancia” entre 
dos puntos de la ciudad M, se puede plantear el problema 
de encontrar en ella un círculo unidad, o sea, conjuntos 
de todos aquellos puntos que se encuentran a una “distan- 
cia”, desde el origen de coordenadas O, que no sobrepase a 
la unidad. Ya que el punto O tiene coordenadas (0,0), se- 
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gún la fórmula (*), la distancia desde el punto O hasta el 
punto C(z, y), será igual a 


lon.40C = |z + yl. 


EP TF 


Lon. ACB=ton. AEFB =Lon, ANHFB a 
zlon AKLHGDPB =... 


FIG. 64 


Por consiguiente, en esta ciudad el “circulo unidad” 
se determinará por la desigualdad 


tal +lyl <1. 


Ahora es claro que en el plano de esta ciudad el indicado 
círculo unidad se representa por un cuadrado (tig. 66). 


Haciendo uso de dicho círculo unidad, podemos ya deter- 
minar las distancias entre dos puntos cualesquiera, de la 
forma que se ha indicado al principio del presente párrafo. 
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Precisamente, si se dan dos puntos arbitrarios A y B, ha- 
llaremos en el contorno del “círculo unidad” tal punto C 
debido a lo que OC y AB y entonces, la longitud del seg- 
mento AB será igual a la razón AB: 0C. 

Esta idea, es decir, considerar como círculo unidad cier- 
ta figura convexa centrosimétrica, es la base de la geo- 
metría de Minkowski en el plano*). 


$9. 
PLANO 
DE MINKOWSKI 


Sea G una figura acotada plana convexa, simétrica con 
respecto a cierto punto O (fig. 67). Designemos por I la 
curva que limita la figura G. Supongamos que la unidad de 
longitud que corresponde a la dirección 1, es el segmento 
OL del rayo paralelo a dicha dirección desde el punto O 
hasta el punto L de intersección de este rayo con la línea T. 
La longitud del segmento AB con respecto al nuevo sistema 
de escalas, se determina en este caso por la razón AB: OL 
donde OL es la unidad de longitud paralela a la direc- 

> 

ción 1, que se determina por el vector AB. (En el caso, en 
que el punto A coincide con el punto B, es natural consi- 
derar, que la longitud de AB es igual a cero). En lo sucesi- 
vo, la longitud del segmento AB respecto al sistema de es- 
calas, creado por la figura G, la designaremos con el símbolo 
lon.AB. Es evidente que lon.¿OM=1 en aquel caso y 
sólo en aquel caso, cuando el punto M se encuentra en la 
curva T. Si dicho punto está situado en el interior de la 
figura G, entonces lon.cOM<1 y por el contrario, si el punto 
M ostá fuera de G, lon.¿OM>A. 

Señalemos que si la figura G coincide con el círculo, 
llegaremos a una definición habitual, en la que la longitud 
del segmento depende sólo de su magnitud, pero no de su 


*) Sobre otros métodos de medición de las distan- 
cias (y además, a qué llamamos distancia en sentido matemático ge- 
neral), el lector puede leer el libro de Y. A. Shreider ¿Qué es la distan- 
cia? (Serie “Lecciones populares de matemáticas”, publicación 38, 
“Fismatguis”, 1963). 
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dirección, mientras que si G es un cuadrado (fig. 06), Mega- 
remos a la definición de la longitud examinada en el pá- 
rrafo precedente. 

Indiquemos a continuación, las propiedades principales 
de la nueva definición de la longitud. Como ya sabemos, 
lon.c4AB > 0, 
teniendo en cuenta que el signo de igualdad en esta rela- 
ción tiene lugar únicamente cuando los puntos A y B coin- 
ciden. Además, de la simetría central de la figura G se de- 

duce la igualdad 
lon.¿AB = lon.¿BA. 

Y por último, si AB y CD son segmentos paralelos y 
además, AB: CD=k, entoncos 

lon.¿AB=k + lon.¿CD. 

Hasta el momento, no hemos hecho uso de la convexi- 
dad de la figura G. Resulta que la convexidad de la figura G 
asegura la validez de una de las más importantes propic- 
dades de la nueva longitud: 

Desigualdad del triángulo. En todo triángulo ABC, la 
longitud de uno de sus lados (respecto a las escalas deter- 
minadas por la figura G) no es mayor que la suma de las 
longitudes de dos otros lados. 

Demostración. Supongamos, que 

lon.¿BC =a, lon.¿AC =b, lon.¿AB=c. 
A continuación, tracemos en la figura G los “radios” OP 
> 
y OQ en la misma dirección que los vectores BC y 


ES 

CA (fig. 68). Luego tomemos en el segmento OP un punto 
M tal, que OM : MP=a : b y tracemos en el triángulo 
OPQ el segmento MN || OQ. Obtendremos (teniendo en 
cuenta la semejanza de los triángulos OPQ y MPN) 


lon.¿OM =0M : 0P =- 2 7 
lon. ¿MN = MN :0Q = MP: OP 
Por consiguiente, 
BC:0M =10n.¿BC :lon.¿OM =4:5=4+ b, 


a+b 
CA: MN =lon.cC A: lon.cMN =b: 


a 


TF? 
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De ese modo, BC:OM=CA : MN; además, /BCA= 
=¿0OMN. De aquí resulta que los triángulos BCÁ y OMN 
son semejantes y por esta razón, ABI ON y AB:0N= 
=a-+b, © sea, que lon.¿AB : lon.(ON=a+b. Así, 


lon.¿4B e 


lon.cON =— 33 = 


FIG. 68 


Pero los puntos P y Q pertenecen a la figura G. En virtud 
de la convezidad de dicha figura, todo el segmento PQ per- 
tenece a ella y en particular, el punto N pertenece a la 
figura G. De aquí se desprende que la longitud lon.¿ON<1t, 


es decir, q si o bien, finalmente, c<a+b. Esto signi- 
fica que 
lon.¿AB < lon.¿BC + lon.gAC. 


El plano, en el que las escalas de longitudes se dan 
por medio de cierta figura convexa centrosimétrica G, se 
le Mama plano de Minkowski. La propia figura G, se la 
llama círculo unidad del plano de Minkowski. 

Sea r cierto número y C, un punto arbitrario del plano 
do Minkowski. El conjunto de puntos A, alejados del pun- 
to C a una distancia menor que r, es decir, que satisfacen 
la condición lon.¿CA<r, se llama en la geometría de Min- 
kowski círculo de radio r. Señalemos que si dos puntos A 
y B pertenecen a un mismo círculo de radio r, entonces la 
distancia entre ellos no será más de 2r; en realidad, si C 
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es el centro de este círculo, en virutd de la desigualdad del 
triángulo, 


lon.¿AB <lon.¿AC + lon.¿BC <r +r= 2r. 


Para que podamos imaginarnos claramente como se 
representa un círculo en el plano de Minkowski, recorde- 
mos la definición de la komotecia. Sea F cierta figura plana. 
Tomemos en el plano un punto arbitrario O y además, un 
número positivo k. Para todo punto A de la figura F, en- 
contremos en el radio OA un punto A” tal que OA': QA =k 
(fig. 69). El conjunto de los puntos A” obtenidos de dicha 


p 


A D. 


manera, representará una nueva figura F’. El paso de Ja 
figura F a la figura F’ se llama homotecia con centro O y 
coeficiente k y la propia figura Æ’ se llama homotécica 
respecto a la figura F. Si F es una figura convexa, también 
lo será la figura F’ homotécica a ella (y si el segmento AB 
pertenece por completo a la figura F, el segmento A'B’ 
pertenece por completo a la figura F’). 

Señalemos que si el coeficiente de homotecia k es menor 
que la unidad, la figura F’ (que es homotécica a F' con 
coeficiente k), será una “copia reducida” de F y si k>1, 
será una “copia ampliada”. 

Ahora, ya podemos formular la siguiente afirmación 
que nos da la descripción de todos los círculos en el plano 
de Minkowski: cierta figura es en el plano de Minkowski 
un círculo de radio rz£1, cuando y sólo cuando ella es homo- 
técica a un círculo unidad G con coeficiente de homotecia 
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igual a r. Esta afirmación se demuestra fácilmente y por 
lo tanto la dejamos en manos de nuestros lectores. 

Sea F cierta figura en el plano de Minkowski y G, su 
círculo unidad. Igual que en la geometría corriente, llama- 
remos diámetro de F (véase la pag. 9) a la máxima de 
las distancias entre los puntos de dicha figura, o sea, al 
mayor de los números lon.¿AB, donde A y B son puntos 
arbitrarios de la figura F (compárese con la nota (5. 

Es fácil comprender que si el diámetro de la figura F 
no es mayor que d, el círculo Ka de radio d con centro en 
el punto arbitrario A de la figura F, contiene por completo 
toda esta figura (fig. 70). Y por el contrario, si todo círcu- 


Ka 


FIG. 70 


lo tal contiene la figura F, el diámetro de ésta no supera 
a d. 

Como ejemplo, examinemos un plano de Minkowski, 
en el que como círculo unidad sirve el cuadrado que se re- 
presenta en la fig. 66, Es fácil comprender, que el círculo 
“corriente” circunscrito a su alrededor (y que se determina 
por la desigualdad 2%4+y*<1 y que, por consiguiente, en 
la geometría corriente tiene un diámetro igual a 2), posee 
~ a poneti de Minkowski un diámetro igual a 2/2 
(tig. . 

Sea 7 cierta recta y A un punto que no está situado en 
ella. Examinando los círculos de diferentes radios con 
centro en A, entre ellos se puede encontrar sólo uno para 
el que la recta 1 será de apoyo. El radio r de dicho círculo 
se llama distancia desde el punto A hasta la recta l. Tal 
denominación se explica porque si B es un punto arbitra- 
rio de la recta 1, dicho punto o bien se encuentra fuera del 
círculo elegido (fig. 72) y entonces lon.¿AB>r, o bien 
Lua 
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se encuentra en el contorno de dicho círculo y entonces, 
lon.¿AB=r. De esta forma, la distancia desde el punto 4 
a la recta 1 (como en la geometría corriente) es la mínima 
distancia desde A hasta l. 

Señalemos que en la geometría de Minkowski la distan- 
cia desde el punto A hasta la recta 1 no se mide, hablando 
en general, por la perpendicular bajada del punto A a la 
recta Z (véase la fig. 72). Además, es posible que en la recta 
l se halle no sólo un punto próximo al A, sino un segmento 
que conste de los puntos más cercanos (fig. 73). 


FIG. 72 FIG. 73 


Es fácil comprender que si Z y m son dos rectas parale- 
las, la distancia desde cualquier punto A de la recta 1 has- 
ta la recta m no depende en absoluto de la posición de A 
en la recta 1 (lo mismo que la distancia desde un punto 
arbitrario en la recta m hasta la recta 1). Esta distancia se 
llama distancia desde la recta l hasta la recta m. Si, por 
ejemplo, 1 y m son dos rectas paralelas de apoyo del circu- 
lo unidad G, la distancia entre ellas es igual a dos (fig. 74). 

Sea F una figura convexa arbitraria, situada en el plano 
de Minkowski y G, su círculo unidad y sean Z y m dos rec- 
tas paralelas de apoyo de dicha figura. La distancia entre 
las rectas Z y m se llama ancho de la figura F en la direc- 
ción 1. El diámetro de la figura arbitraria F, es el ancho 
máximo de dicha figura F(”). 

Tomemos, por ejemplo, en calidad de círculo unidad G, 
el cuadrado representado en la fig. 66 y sea F un círculo 
corriente, circunscrito alrededor de dicho cuadrado G. En 
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este caso, el ancho de la figura F en la dirección paralela 
al lado del cuadrado G, será igual a 212, mientras que el 
ancho de la figura F en la dirección paralela a la diagonal 
del cuadrado G, será igual a 2. De lo dicho se deduce que 
en la geometría de Minkowski, el círculo no es una figura 
de ancho constante. Por lo general, si la figura F (en la 
geometría de Minkowski, con círculo unidad G) tiene en 
todas las direcciones un mismo ancho igual a d, entonces 
en dicha geometria F es una figura de ancho constante. 
Por ejemplo, si el círculo unidad G es un hexágono regu- 


FIG, 74 FIG. 75 


lar, el triángulo eguilátero representado en la fig. 75, es 
una figura de ancho constante. 

Es interesante señalar que toda figura acotada convexa 
F que contiene puntos interiores, (es decir, no es un seg- 
mento o un punto), es una figura de ancho constante en 
cierta (¡y sólo en una!) de las geometrías de Minkowski (3). 

De lo dicho es claro que para el caso del plano de Min- 
kowski se difunden todas las definiciones examinadas en 
los $$ 4, 5 (el diámetro de la figura convexa, ancho, figu- 
ras de ancho constante, ete.). Por esta razón, es convenien- 
te examinar en el plano de Minkowski los problemas trata- 
dos en el primer capítulo. A continuación, pasamos a exa- 
minar estos problemas. 
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$ 10. 

EL PROBLEMA 
DE BORSUK 
EN EL PLANO 
DE MINKOWSKI 


Sea F, una figura situada en un plano de Minkowski y 
designemos por G su círculo unidad. Llamemos d el diá- 
metro de la figura F en esta geometría. Examinemos para 
F, un problema sobre su división en partes de menor diá- 
metro. Designemos por ag (F) el número mínimo de partes, 
necesario para resolver dicho problema. Es evidente que 
tanto el diámetro de toda la figura, como el de sus partes 
por separado depende en alto grado de la geometría de Min- 
kowski en la gue se examina este diámetro, (es decir, de- 
pende del círculo unidad G). Por eso, el número ag (F) 
también depende esencialmente de la elección del círculo 
unidad G. 

Por ejemplo, al determinar ordinariamente la longitud 
se puede dividir el paralelogramo en dos partes de menor 
diámetro (fig. 12, b). Sí este paralelogramo se examina en 
el plano de Minkowski, en que el propio paralelogramo 
juega el papel de círculo unidad G, entonces, el “diámetro” 
de todo el paralelogramo y el de sus partes, es, evidente- 
mente, igual a dos (en el plano de Minkowski la “longitud” 
de cada lado y de cada diagonal del paralelogramo G, es 
igual a dos). Por tal causa, en el caso a examinar, el para- 
lelogramo G no puede ser dividido en tres partes de menor 
“diámetro”. Sin embargo, cuatro partes serán suficientes 
para efectuar tal división (fig. 76). 


Í 
FIG. 76 
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En otras palabras, en este caso ac (G)=4. Esto nos 
muestra, que para ciertas figuras F y G, puede ser válida 
la desigualdad ag (F)> a (F). Hay, sin embargo, casos cu- 
ando ag(F)< a (F). En efecto si G es un cuadrado y F, 
un círculo, es fácil advertir que ag (F)=2 (fig. 77), mien- 
tras que a(F)=3. 


FIG. 77 FIG. 78 


El problema do la determinación de la magnitud de 
aç (F) fue estudiado el año 1957 por el matemático ameri- 
cano G. Griinbaum, al que pertenece un teorema, muy 
próximo al teorema 4 que más adelante formulamos. 

Teorema 4. Para cualquier figura plana acotada F es 
válida la relación 


ac(F) < 4, 


al mismo tiempo el signo de igualdad se obtiene únicamente 
en el caso cuando la cubierta conveza de la figura F es un 
paralelogramo homotécico a G (o sea, si la figura F contiene 
cuatro puntos que son los vértices de un paralelogramo ho- 
motécico a G, con coeficiente de homotecia di2, donde d es 
el diámetro de la figura F). 

La demostración de este teorema se da más adelanto 
(en el $ 14). 

Los resultados del § 7 también permiten hacer intere- 
santes generalizaciones respecto a la geometría de Min- 
kowski. 
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Ante todo, examinemos el caso, cuando el circulo uni- 
dad del plano de Minkowski es cierto paralelogramo G. 
Entonces es válido el siguiente teorem: 

Teorema 5. Sea F cierta figura de diámetro d, situada 
en el plano de Minkouski y cuyo círculo unidad es un para- 
lelogramo G. La igualdad 


ac(M)=2 


tiene lugar únicamente en el caso, si la figura F no contie- 
ne tres puntos que son los vértices de un triángulo cquilá- 
tero con lado igual a d. 
Claro está que aquí se trata de un triángulo equilátero 
on el sentido de la mótrica de Minkowski que tratamos, 
Demostración. Admilamos que F es una figura que con- 
biene tres puntos 4, B, C, que son los vértices de un trián- 
gulo equilátero con lado igual a d. Es evidente que ningún 
conjunto de un diámetro menor que d. no puede contener 
dos de estos puntos. De aquí se desprende que ag (F)>3. 
Supongamos, a continuación, que la figura F no co 
tiene tres puntos que son los vértices de un triángulo equi- 
látoro con lado d. Tracemos cuatro rectas de apoyo l, lz 
my, my de la figura F, paralelas a los lados del paralelogra- 
mo G (fig. 78). Estas rectas forman el paralelogramo A BCD 
que contiene la figura F. Como los lados de dicho parale- 
logramo son rectas de apoyo de la figura F, en cada uno 
de sus lados se biene, por lo menos, un punto de dicha figura. 
Sea K un punto de la figura F situado en el segmento 
AB y L, otro punto de esta figura en el segmento CD. Ya 
que los puntos K y £ pertenecen a la figura F, la 
lon.¿KL<d. Por consiguiente, la distancia contre ciertos 
puntos de las rectas l, y ly no es mayor que d y por lo tau- 
to, la distancia entre dichas rectas, tampoco será mayor 
que d. De forma análoga, se demuestra que la distancia 
entre las rectas m, y my, tampoco es mayor que d. 
Supongamos que la distancia entre rectas Ll y l 
es menor que d; entonces, trazando una recta m, paralela 
a m, y mM y que interseque el paralelogramo A BCD (fig. 79), 
dividimos a dicho paralelogramo (y por lo tanto a la figu- 
ra £) en dos partes, cada una de las cuales tiene nn diá- 
metro menor que d. Por consiguiente, en este caso ag (F) 2. 
Análogamente, si la distancia entre las rectas m, y ma 
cos menor que d, ag (F)=2. Nos queda por examinar el 


E 
E] 


caso, cuando la distancia enlre Ll y la y my y ma es igual 
a d, o sea, cuando /7 ABCD es un circulo de radio d/2. 

Supongamos, primeramente, que ninguno de los puntos 
A, C no pertenece a la figura F. Es fácil ver, entonces, 
que la recta AC divide la figura F en dos partes y que el 
diámetro de cada una de ellas es menor que d. Efectiva- 
mente, en este caso se puede trazar dos rectas n,, ny para- 
lolas a la diagonal BD y que cortan del paralelogramo 
ABCD uu hexágono que contiene la figura F (fig. 80). 


FIG, 79 FIG. 80 


La recta AC divide a dicho hexágono y, simultáneamente, 
a la figura F on dos partes, cada una de las cuales tiene 
un diámetro menor que d (fig. 81). De ese modo ag (F)=2. 

Se demuestra análogamente que si ninguno de Jos pun- 
tos B, D no pertenece a la figura F, ag(F)=2. 

Por último, examinemos el caso en que por lo menos 
uno de los puntos A, C y además, uno de los puntos B, D 
pertenecen a la figura F. Pero tal caso no es real. En ver- 
dad, supongamos que por lo menos uno de los puntos A, C 
(digamos, el punto A), pertenece a la figura F y que, ade- 
más, también pertenece a dicha figura F, por lo menos, 
uno de los puntos B D (digamos, el punto B). Sea L un 
punto del segmento CD que pertenece a la figura F (recor- 
demos que CD es una recta de apoyo de dicha figura). 
Entonces (véase la fig. 82), la 


lon.¿AB =l0n.cAL=lon.¿BL =d, 
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es decir, ABL es un triángulo equilátero con lado d. Pero 
esto contradice a la suposición de que la figura F no con- 
tiene tres puntos que son los vértices de un triángulo equi- 
látero con lado igual a d. 


FIG. 81 FIG. 82 


Es decir, que el teorema queda demostrado. 

Comparando los teoremas 4 y 5, podemos formular la 
siguiente afirmación que soluciona por completo el pro- 
bloma de hallar la magnitud as (F), cuando G es un para- 
lelogramo: 

i una figura F de diámetro d contiene cuatro puntos 
que son los vértices de un paralelogramo homotécico a G, 
con coeficiente de homotecia igual a d/2 (fig. 83), aç (F)=4; 
si esta condición no se cumple, pero la figura F contiene 
tres puntos que son los vértices de un triángulo equilátero 


FIG. 83 
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con lado igual a d (fig. 84), entonces, ag (F)=3; en todos 
los demás casos, aç (F)=2. 

De esta forma, el problema del cálculo completo de la 
magnitud ac (F) está resuelto en dos casos: en el $ 7 se da 
la soloción de dicho problema por métodos de la geometría 
habitual (es decir, cuando G es un círculo), mientras que 
en ol párrafo presente, se ha expuesto la solución de este 
mismo problema, cuando G es un paralelogramo. En todos 
los demás casos, la solución de dicho problema se descono- 
ce por los autores: sólo se sabe, (véase el teorema 4), que 
2<46 (P)<3. Y consideremos que es verosímil la siguiente 
hipótesis: 

Sea F una figura de diámetro d on el plano de Minkow- 
ski con círculo unidad G que no es un paralelogramo. Para 
que la igualdad ag (F)=3 tenga lugar, es necesario y sufi- 
ciente que se cumplan las dos siguientes condicines: 

1. La figura F se completa unívocamente hasta otra 
figura de ancho constante en la geometría de Minkowski 
que se examina. 

2. Si F* es la extensión de la figura F (es decir, la 
intersección de todos los círculos de radio d que contienen 
la figura F), de cada dos rectas de apoyo paralelas de la 
figura F*, entre las que la distancia es igual a d, por lo 
menos, una de ellas tiene un punto común con la figura F. 

Señalemos que si la figura G es un círculo ordinario, 
la segunda condición es superflua: se puede demostrar que 
se desprende de la primera. En el caso general, la condi- 
ción 2) es necesaria, de lo que nos convenceremos gracias 
al siguiente ejemplo: sea F un círculo corriente y G, la 
figura representada en la fig. 85. Entonces, como se ve 
fácilmente, la figura F se completa unívocamente hasta 
otra figura de ancho constante (la única figura de ancho 
constante que contiene a F es G), o sea, que la condición 
1) se cumple. La condición 2) no se cumple. Pero a] mismo 
tiempo, aç (F)=2 (véase la línea punteada on Ja fig. 85). 
De esta forma, sólo el cumplimiento de la condición 1) no 
es suficiente, en el caso general, para satisfacer la igual- 
dad ac (F)=3. Y esto es debido, primeramente, a que 
ac (F), en general, no coincide con el número ag (F) (fig. 85). 

No fue anteriormente demostrado el teorema 4 que nos 
da la estimación de la magnitud de aç (F). Por ejemplo, 
de dicho teorema se desprende que para la figura F=G, 
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tienen lugar las siguientes afirmaciones: 26 (G) 
es un paralelogramo y ag (G}<3 en todos los demás casos. 
Pero la igualdad ag (G)=2 no es real (lo que se demuestra 
lo mismo que cuando G es un círculo, pág. 10). Entonces, 
si G no es un paralelogramo, ag (G)=3. 

En aquellos casos, cuando G es un círculo corriente, 
o paralelogramo, su división en tres y cuatro partes de 
menor diámetro, se muestra en las figs. 86 y 76. En estos 


FIG. 85 FIG. 86 


casos, cada una de las partes no sólo es de menor diámetro, 
sino que también se cubre con un círculo de diámetro menor 
de acuerdo con la geometría de Minkowski. Es natural 
que surja la suposición de que en dicha geometría lo mismo 
sucederá con todo círculo G. En otras palabras, surge la 
siguiente suposición: 

Toda figura convexa centrosimétrica G diferente del 
paralelogramo, puede ser dividida en tres partes, cada una 
do las cuales se cubre con una figura homotécica a G, con 
coeficiente de homotecia menor que la unidad (es decir, 
con un “círculo” de menor “diámetro”). 

Dicha suposición es válida en realidad no sólo para 
figuras centrosimétricas, sino que también para toda fi- 
gura convexa. A la demostración de este hecho (y sobre 
su principio, del teorema 4) se dedica el siguiente capítulo. 


CAPÍTULO Ili 
RECUBRIMIENTO 
DE LAS FIGURAS 
CONVEXAS POR 

HOMOTÉCICAS 


Eik 
PLANTEAMIENTO 
DEL PROBLEMA 


En el presente capítulo vamos a analizar el siguiento 
problema. Sea dada cierta figura F plana, convexa y aco- 
tada. Se debe determinar el número mínimo de “copias 
reducidas” homotécicas de F con las que dicha figura puede 
ser Cubierta por completo. Designemos este número mínimo 
por b(F). Con mayor exactitud, la igualdad b(F)=m sig- 
nifica que existen tales figuras F}, Fa, ..., Fm, que son 
homotécicas a F con ciertos centros de homotecia y coefi- 
cientes de homotecia menores que la unidad y que en su 
conjunto, las figuras P,, Fa, ..., Fm cubren la figura F 
por completo (fig. 87); al mismo tiempo, el número m es 


FIG, 87 


mínimo, o sea, para resolver nuestro problema no es sufi- 
ciente un número de figuras homotécicas menor que m. 

El año 1960, I. C. Gojberg y A.S. Markus, plantearon 
el problema de los valores que puede tomar 5(F). Con cierta 
anterioridad, este mismo problema (pero formulado do 
otra forma), fue estudiado por el matemático alemán 
F, Levy. 
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Como ejemplo, examinemos el caso cuando la figura F 
es un círculo. Entonces, las figuras homotécicas menores 
son círculos arbitrarios de menor diámetro. Es fácil com- 
prender que con dos círculos tales no es posible cubrir el 
círculo inicial F, es decir, b(F)==3. En efecto, sean F, 
y F, dos círculos de menor diámetro y O, y Oz, sus centros 
(fig. 88). Tracemos por el centro O del círculo inicial F 


Ps 


FIG. 88 FIG. 89 


una perpendicular a la línea de los centros O, O,. Esta 
perpendicular interseca la circunferencia del círculo ini- 
cial F por dos puntos A y B. Por ejemplo. supongamos 
que el punto A está situado por el mismo lado de Ja recta 
O, Oz que el punto O (si la recta O,O, pasa por el punto O, 
entonces se puede tomar cualesquiera de los puntos A, B). 
En tal caso, A0,>A0O=r, AO¿>AO=r, donde r es el 
radio del círculo F. Como los radios de los círculos F, 
y F, son menores que r, el punto A no pertenece a ninguno 
de ellos, o sea, que los círculos F,, F¿ no cubren totalmente 
el círculo F. 

Por otro lado, es fácil cubrir el círculo F con tres circu- 
los de diámetro un poco menor (fig. 89). De ese modo, 
si la figura es un círculo, d(F)=3. 

Examinemos otro caso cuando F es un paralelogramo. 
Es claro que ningún otro paralelogramo, homotécico a F 
con coeficiente de homotecia menor que la unidad, no puede 
contener simultáneamente dos vértices del paralelogramo 
F. En otras palabras, los cuatro vértices del paralelogra- 
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mo F deben pertenecer a cuatro diferentes paralelogramos 
homotécicos, es decir, que b(F)=4. No obstante, cuatro 
figuras homotécicas son evidentemente suficientes (fig. 90). 
Por consiguiente, si la figura es un paralelogramo, b(F)=4. 


FIG. 90 


$12 


OTRA FORMA 
DEL PROBLEMA 


Al problema del recubrimiento de figuras con las homo- 
técicas menores, se le puede dar otra forma que lo apro- 
xima al problema de Borsuk para la división de figuras 
en partes de diámetro menor. 

Sea F una figura convexa y G, cierta parte de ella. 
Consideraremos que la parto G de la figura F tiene un ta- 
maño igual a k, si existe una figura F’ homotécica a F con 
coeficiente Æ que contiene G, sin embargo, ninguna figura 
homotécica a F con coeficiente menor que k, no contiene 
por completo G(%). Es evidente, que si una parte de G coin- 
cide con toda la figura F, su tamaño es igual a 1. Por esta 
razón, para cualquier parte G de la F que no coincide con la 
figura F, su tamaño k<1. Sin embargo, no se debe pensar 
que si la parte G no coincide por completo con la figura F, 
su tamaño k obligatoriamente es menor que la unidad. 
Por ejemplo, si F es un círculo y la parte G, un triángulo 
acutángulo inscrito en él (fig. 91), el tamaño de la parte 
G es igual a la unidad (ya que ningún círculo de menor diá- 
metro no contiene por completo el triángulo G). Si el ta- 


maño do la parte G de la figura F k<1, la llamaremos 
parte de menor tamaño. 
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Haciendo uso de la noción del tamaño, podremos dar 
a la definición de la magnitud b(F) otra forma: b(F) es un 
número mínimo de partes de menor tamaño en las que se 
puede dividir la figura convexa F. Es fácil comprender, 
que esta definición de b(F) es equivalente a la anterior. 
Efectivamente, sean Fj, Fa, o, Fm figuras homotécicas 


menores que cubren a la figura F. Designemos por G,, 
Ga, .--» Gm a las partes de la figura F que se cortan de ella 
por las figuras F,, Fa, ..., Fm. Es evidente, que cada una 
de las partes Gi, Gs, ..., Gm de la figura F, tiene un ta- 
maño menor quo la unidad. Entonces, si la figura F puedo 
ser cubierta por m figuras homotécicas menores, ella podrá 
ser dividida en m partes de tamaño menor. Y a la inversa, 
si la figura F puede ser dividida en m partes G,, Ga, ..., 
Gm de menor tamaño, existen las figuras F,, Fa, ..., Fm, 
que contienen respectivamente las partes Gi, Gz, ..., Gm 
y que son homotécicas a F con coeficientes menores que 
la unidad. Estas figuras F,, Fa, ..., Fm, precisamente, 
forman el recubrimiento de la figura £ con las homotéci- 
cas menores, 

De esta manera, el problema del recubrimiento de una 
figura convexa con figuras homotécicas menores, puede 
ser también formulado como el problema de la división de 
la figura F en partes de menor tamaño. Esta forma, nos 
aproxima mucho al problema de Borsuk examinado en el 
capítulo I. 

Sin embargo, la relación entre estos dos problemas, no 
es únicamente exterior. En realidad, si la figura F tiene 
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un diámetro d, la figura homotécica a F con coeficiente k, 
tiene un diámetro kd. De aquí se desprende que si la figura 
convexa F tieno un diámetro d, cualquiera de sus partes 
de menor tamaño es, simultáneamente, parte de menor 
diámotro. (A la inversa, esta afirmación no es válida; por 
ejemplo, un triángulo equilátero inscrito en el círculo F 
de diámetro d, es una parte de menor diámetro, pero tiene 
un tamaño igual a la unidad, vóase la 91). Por lo tan- 
to, si una figura convexa F puede ser dividida en m partes 
de menor tamaño, con mayor razón puede ser dividida en 
m partes de menor diámetro (pero, hablando en general, 
no a la inversa, como vemos en el ejemplo del paralelogramo). 

De esta forma, para toda figura convexa F, es válida la 
desigualdad 


a(F) < b(P). 


Señalemos que el problema de la división en partes 
de menor tamaño sólo se refiere a las figuras convezas, 
mientras que el problema de Borsuk de la división en par- 
tes de menor diámetro, fue planteado para figuras de todo 
tipo (incluso no convexas). 


$ 13. 
SOLUCIÓN 
DEL PROBLEMA 
DEL RECUBRIMIENTO 
DE FIGURAS 


Como hemos visto en el $ 11, en el problema del recubri- 
miento de una figura convexa con figuras homotécicas 
menores (en diferencia del problema de Borsuk), el círculo 
no es la figura que exige para su recubrimiento el máximo 
número de figuras: para el paralelogramo, el númoro b(F) 
alcanza un valor mayor que para el círculo. 

Es natural que surge la cuestión: ¿existen figuras pla- 
nas convexas, para las que la magnitud b (F) adquiera un 
valor mayor que para cl paralelogramo? Resnlta que tales 
figuras no existen; es más, entre las figuras planas conve- 
xas sólo para cl paralelogramo cs justa la igualdad b (P)= 
=4. En otras palabras, tiene lugar el siguiente teorema, 
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establecido el año 1960 por I. C. Gojberg y A. S. Markus 
(con cierta anterioridad, en 1955, F. Levy obtuvo otro ro- 
sultado del que también se desprende este teorema): 


D 


B 
x AB>CD, 
AB>CD, a] ABPMN 
AB>MN 
c 
N 
d M D B 
FIG. 92 FIG. 93 


Teorema 6. Para toda figura plana, acotada y conveza, 
F que no es un paralelogramo, es válida la igualdad b (F)= 
=3; si F es un paralelogramo, b (F)=4. 


O Aono 


la 


FIG. 94 FIG. 95 


Antes de pasar a la demostración del teorema 6, demos 
una definición y demostraremos varias proposiciones auxi- 
liares*). 

Sea F cierta figura convexa y A, B dos de sus puntos 
límites. Convendremos en llamar al segmento AB cuerda 
mayor de la figura F, si toda cuerda de esta figura paralela 


*) En resumidas cuentas (junto con las proposicio- 
nes auxiliares) la demostración del teorema 6 ocupa 10 páginas, Más 
adelante (en el $ 17), se dará otra demostración de dicho teorema. 
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a AB es de menor longitud. Por ejemplo, en el círculo, to- 
dos los diámetros y sólo ellos, pueden llamarse cuerdas 
mayores (fig. 92). En el paralelogramo, cuerdas mayores 
pueden ser sólo sus diagonales (fig. 93). Si, a continuación, 
llamamos 1,, l a dos rectas de apoyo paralelas de la figura 
convexa F, cada una de éstas tiene sólo un punto común 
con esta figura, entonces, el segmento que une estos puntos 
comunes, es la cuerda mayor de la figura F (fig. 94). En el 
caso en que una de las rectas de apoyo paralelas l, ly tiene 
con la figura F un punto común A, mientras que la segunda 
tiene con la figura F un segmento común BC, en tal Caso, 
el segmento que une el punto A con cualquier punto D 
del segmento BC, es la cuerda mayor de la figura F (fig. 
95). Por último, si cada una de las rectas de apoyo l, y la 
tiene con la figura F un segmento común, las dos diagonales 
del trapecio, cuyos vértices son los extremos de dichos seg- 
mentos, son las cuerdas mayores de la figura F (fig. 96). 


laaan 


BE=PC>pQ, 
A P g gr BEBM 
ly 
q 
l 
d 4 
FIG. 96 FIG. 97 


En virtud de lo dicho, resulta que si 1, y lẹ son dos rectas 
de apoyo paralelas de la figura conveza F, habrá por lo menos 
un segmento con sus extremos situados en dichas rectas que 
es la cuerda mayor de la figura F. 

Teorema 7. Toda figura convexa F, diferente del parale- 
logramo, tiene, por lo menos, tres cuerdas mayores. 

En otras palabras, el paralelogramo es la única figura 
convexa que tiene dos cuerdas mayores. El triángulo y el 
hexágono regular son ejemplo de figuras que tienen exacta- 
mente tres cuerdas mayores. Un 2n-gono tiene exactamente 
n cuerdas mayores y el círculo, un número infinito. 

Demostración del teorema 7. Supongamos, primera- 
mente, que el contorno de la figura convexa F no tiene nin- 
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gún segmento rectilíneo. Tracemos dos rectas paralelas 
de apoyo 1, y l de la figura F y sean A, B puntos de estas 
dos rectas comunes con la figura F. Entonces, AB es una 
cuerda mayor. Sea C un punto arbitrario límite de la fi- 
gura F, pero diferente de A, B. Tracemos por el punto C 
una recta de apoyo m, de la figura F y supongamos que 
Ma, otra recta de apoyo paralela a m,. Designemos por D 
el punto común de la recta mz con la figura F (sin excluir 
la posibilidad de que este punto coincida con uno de los 
puntos A, B). 

El segmento CD es la segunda cuerda mayor de la figura 
F (fig. 97). Por último, tomemos cualquier punto límite 
E de la figura F que no coincida con A, B, C, D. Trazando 
a continuación, la recta de apoyo n, por el punto E y se- 
guidamente, n, paralela a ella, obtendremos una cuerda 
mayor más. De tal forma, en el caso a considerar hemos 
hallado tres cuerdas mayores de la figura F (por otra parte, 
cl razonamiento expuesto nos muestra claramente que en 
el caso dado la figura F tiene una serie infinita de cuerdas 
mayores). 

Supongamos ahora que el contorno de la figura F con- 
tiene, por lo menos, un segmento rectilíneo, es decir, se 
puede trazar una recta de apoyo /, de la figura F que tiene 
con ella un sogmento común AB. Designemos por luna 
recta de apoyo paralela tie Si l, sólo tiene un punto C 
común con la figura F, todo segmento que une el punto 


C con cualquier punto del segmento AB, es cuerda mayor, 
O sea, en este caso también obtenemos una serie infinita 
de cuerdas mayores (fig. 98). 
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Supongamos, por último, que la recta l, tiene con la 
figura F un segmento común DC. Entonces la figura con- 
vexa F deberá contener por completo el trapecio ABCD, 
teniendo, además, en cuenta que las dos diagonales de dicho 
trapecio son cuerdas mayores de la figura F. Si la figura 
F no coincide con este trapecio, es posible trazar una recta 
de apoyo p, de la figura F que no tiene puntos comunes 
con el trapecio ABCD (fig. 99). Trazando, a continuación, 
una recta de apoyo pa, paralela a p,, obtendremos la tercera 
cuerda mayor (con sus extremos situados en las rectas p, 
7 P aia por examinar el caso cuando la figura F coincide 
con el trapecio ABCD. Si AB Æ CD, entonces el mayor 
de estos segmentos es la tercera cuerda mayor del trapecio 
ABCD (es decir, de la figura F; véase la fig. 100). Si 


FIG. 100 


AB=CD, F es un paralelogramo. Es evidente que el para- 
lelogramo tiene sólo dos cuerdas mayores. 

El teorema queda demostrado. 

Lema 10. Sea AB la cuerda mayor de la figura convexa 
F, DE, otra cuerda paralela a ella y O, un punto interior 
arbitrario de la figura F. Designemos por F, la parte de la 
figura F cortada por la cuerda DE y que no contiene la cuer- 
da AB. En tal caso, existe una figura G, homotécica a F con 
coeficiente de homotecia menor que la unidad que contiene 
por completo la figura F, y al punto O (fig. 101). 

Demostración. Sea PQ una cuerda de la figura F para- 
lela a las cuerdas AB y DE y que está situada ontre ellas. 
Designemos por F’ la parto de la figura F cortada por la 
cuerda PQ y que contiene la cuerda DE. Está claro que la 
p 


68 


figura F’ contiene por completo la figura F, (fig. 102). 
Como AB es la cuerda mayor, AB>PQ. Designemos por 
G' la figura homotécica a F con centro de homotecia en el 


FIG. 101 FIG. 102 


punto 7 de intersección de las rectas AP y BQ y con coe- 
ficiente de homotecia igual a PQI/AB (fig. 103). Es evidente 
que con esta homotecia la cuerda AB de la figura F se con- 
vierte en la cuerda PQ de la figura G”. 

Sea M un punto arbitrario de la figura F’ que no está 
situado en la cuerda PQ. Desde los puntos A y B tracemos 
rectas paralelas respectivamente a PM y QM y designemos 
por N su punto de intersección (fig. 103). El punto N 


FIG, 103 
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pertenece a la figura F ya que al mismo tiempo pertenece 
al polígnno ABQMP situado por completo en la figura F. 
Con la homotecia a considerar el punto N de la figura F pasa 
al punto M. De aquí se desprende que M pertenece a la figu- 
ra G'. Por consiguiente, todo punto M de la figura F’ 
pertenece a la figura G’, es decir, la figura ¥’ se cubre con 
la figura G’. 

Así que, cualquiera que sea la cuerda PQ paralela a las 
cuerdas AB y DE y situada entre ellas, con la construcción 
realizada obtenemos la figura G’ que es homotécica a F 
con coeficiente de homotecia menor que la unidad y que 
contiene por completo figura F’ y por consiguiente, F,. 
Queda por demostrar que eligiendo convenientemente la 
cuerda PQ, se puede conseguir que el punto O pertenezca 
a la figura G' lo que nos dará la figura G que buscamos. 

Si el punto O está situado por el mismo lado de AB 
que la cuerda DE, es suficiente tomar en calidad de Pi 
la cuerda que separa O del segmento AB. En realidad, a 
elegir de tal modo la cuerda PQ (fig. 104), el punto O per- 


tenece a la figura F’ y por consiguiente, está situado on la 
figura G'. 

Supongamos ahora, que el punto O se encuentra bien en 
la cuerda AB, bien por otro lado de dicha cuerda respecto 
al segmento DE. Si el punto O está situado en la cuerda AB, 
designemos por C un punto arbitrario de la figura F, situa- 
do por el lado contrario de Ja cuerda AB respecto al seg- 
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mento DE (fig. 105). Si O no está situado en el segmento 
AB, desde el punto arbitrario interior H del segmento AB 
tracemos un rayo que pasa por el punto O y tomemos C 
como el punto de intersección de dicho rayo con el con- 
torno de la figura F (fig. 106). En ambos casos, el punto 


O pertenece al triángulo ABC, pero no está situado en la 
quebrada ABC y, además, el triángulo ABC, se encuentra 
con relación al segmento DE por otro lado de la cuerda AB. 

Tracemos desde el punto O los rayos l, l, en la direc- 


> 
ción de los vectores CA, CB y designemos por K y L los 
puntos de intersección de estos rayos con el contorno de la 
figura F (fig. 107). Está claro que los puntos K y L están 
situados por el mismo lado de AB que el segmento DE. 
Elijamos ahora una cuerda PQ || AB, pero de tal forma, 
que el segmento AB esté situado por un lado de la recta PQ 
y todos los cuatro puntos D, K, L, E, por otro. 

Tracemos por los puntos P y Q rectas paralolas respec- 
tivamento a las rectas AC y CB. Designemos por S el punto 
de intersección de dichas rectas. Para la homotecia mencio- 
nada anteriormente con centro en el punto 7 y coeficiente 
PQJAB, el triángulo ABC pasa al triángulo PQS. Nos queda 
mostrar que el punto O pertenece al triángulo PQS. Esto 
significará, en realidad, que el punto que pasa a O en cl 
caso de nuestra homotecia pertenece al triángulo ABC y 
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por lo tanto, a la figura F, de lo que se desprende que O 
pertenece a G’. 

En virtud de como ha sido elegida la cuerda PQ, los 
puntos K y L están situados en el interior del ángulo PSQ 
y por lo tanto, el punto O se encuentra también en el inte- 
rior de este ángulo (fig. 107). Al mismo tiempo, los puntos 


O y S están situados por un mismo lado de la recta PQ. De 
aquí se deduce que O es un punto interior del triángulo. 
PQS. 

Lema 11. Dos cuerdas mayores de una figura conveza F 
se interesecan (en el interior de F o en su contorno). 

Demostración. Sea AB la cuerda mayor de la figura F y 
CD, otra cuerda que no la interseca. Vamos a demostrar que 
CD no es una cuerda mayor. Si CD es paralela a AB, esto 
es evidente. Por esta razón, vamos a suponer que CD no 
es paralela a AB y que, para mayor claridad, ol punto € 
está más cerca de AB que el punto D (fig. 108). Tracemos 
una cuerda CM paralela a AB. En tal caso, los puntos B 
y D se encuentran por lados opuestos de la recta CM y por 
lo tanto, el segmeto BD interseca la recta CM en un punto 
K. Debido a la convexidad de la figura F, el punto X del 
segmento BD pertenecerá a esta figura. Por ello, CM=>CK. 
A la vez si AB es la cuerda mayor, CM<AB; por consi- 
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guiente, CK<AB. De aquí se desprende, que los rayos 
AC y BD se intersecan en cierto punto O (fig. 108). Por 
último, tracemos en el tetrágono ACDB el segmento AL 
paralelo a CD. El punto £ pertenece al segmento BD y 
por lo tanto, a la figura F. Pero de la semejanza de los 
triángulos CDO y ALO, se deduce que AL >CD. Esto sig- 
nifica que la recta AL corta en la figura F una cuerda de 


A, 


D 


FIG, 108 


mayor longitud que CD y por esta razón, CD no puede ser 
la cuerda mayor de dicha figura. 

Demostración del teorema 6. Mostremos, primeramente, 
que si la figura convexa F no es un paralelogramo, b (F)<3, 

Según el teorema 7, la figura F tiene tres diferentes cuer- 
das mayoros y además, cada dos de ellas se intersecan (le- 
ma 11). Consideremos primeramente el caso en que dos di- 
ferentes cuerdas mayores AB y AC se intersecan en el punto 
límite A de esta figura. Sea O un punto arbitrario interior 
de la figura F, situado en el interior del ángulo / BAC 
(fig. 109). Tracemos por el punto O las cuerdas DE y KL, 
paralelas respectivamente a las cuerdas AB y AC. En virtud 
del lema 10, la parte de la figura F que se corta por DE y 
en la que no está situado el punto A, puede ser cubierta por 
una figura homotécica a F con coeficiente de homotecia 
menor que la unidad. Idéntica deducción se puede también 
hacer para la parte de la figura F' que se corta por la cuerda 
KL y en la que tampoco está situado el punto A. En lo 
que se refiere a la parte restante de la figura F (o sea, al 


73 


“sector” curvilíneo OLD), eligiendo el punto O suficiente- 
mente cerca de A, dicha parte puede ser situada en un circu- 
lo tan pegueño como se desee con centro en el punto A. 
De ese modo, esta parte de la figura F puede ser cubierta 
por una figura homotécica a Y' con cocficiente de homotecia 
tan pequeño como se desee. 


Por consiguiente, queda por examinar el caso en que ca- 
da dos de las tres cuerdas mayores se intersecan en un punto 
interior do Ja figura F. Designemos por A, B, C, D, E, H 
los seis puntos que son los extremos de estas tres cuerdas, 
desplazando por la curva de derecha a la izquierda y enton- 
ces, las cuerdas que consideramos se designarán por 


AD, BE y CH. 


Sea MN una cuerda paralela a AD y que separa Ja 
última de los puntos B y C (fig. 110). Designemos por F, 
la parte de la figura F que se corta por la cuerda MN y 
que no contiene AD. A continuación, tracemos la cuerda 
PQ paralela a BE y que separa ésta de los puntos M, A y 
H (tig. 111). Designemos por F, la parto de la figura F que 
se corta por la cuerda PQ y que no contiene a BE. Por últi- 
mo, tracemos la cuerda $7 paralela a CH y que separa ésta 
do los puntos N y Q (fig. 142). Esta cuerda separa de la fi- 
gura F Ja figura Fy (que no contiene CH). 

Ahora supongamos que O es un punto interior arbitra- 
rio de la figura F. En virtud del lema 10, existe una figu- 
ra Gy (¡=1, 2, 3), homotécica a Z con coeficiente de bo- 
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motecia menor que la unidad y que contiene la figura P; 
y el punto O. Por consiguiente, G, contiene el “sector” 
que en F corta la quebrada MON (fig. 113) mientras que las 


FIG. 112 FIG. 113 


figuras Ga y Gs contienen sectores análogos POQ y SOT 
(fig. 114, 115). Estos tres sectores y más aún, las figuras 
Gi, Ga, Gy cubren toda la figura F. 

De ese manera, en este caso también 


bF) <3. 


Mostremos, por último, que para toda figura convexa F, 
b(F)>3. Sean F,, F, dos figuras arbitrarias homotéci- 
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cas a F con coeficiente de homotecia menor que la unidad y 
01 Oa, los correspondientes centros de homotecia. Trace- 
mos la recta 1 que pasa por O, y O, y sea M el punto de 


A. y” : 


la figura F más alejado de la recta 1. En este caso, todos los 
puntos de la figura F, están situados de } a una distancia 
menor que el punto M (fig. 116), lo que es también válido 
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para la figura F,. Por consiguiente, el punto M no se cubre 
por ninguna de las dos figuras F, y Fs, de lo que se despren- 
de que b(F)>2. 

Es decir, si la figura F no es un paralelogramo, b(F)==3. 
Es evidente que para el paralelogramo, b(F)=4. 

El teorema queda demostrado. 


$14 
DEMOSTRACIÓN 
DEL TEOREMA 4 


Comencemos ahora la demostración del teorema 4. 

Ante todo, consideremos el caso cuando la figura F es 
convexa. Señalemos que la desigualdad a(F)<b(F) se 
satisface incluso en el caso del plano de Minkowski: 


ac(F) < b(F). 


Esto so demuestra de mismo modo que en la geometría habi- 
tual (pág. 67). Por consiguiente, si la figura F no es un 
paralelogramo, en virtud del teorema 6, ac (F)<b(F)=3. 

Sea ahora F un paralelogramo. Tracemos por el centro 
O de la figura G dos rectas paralelas a las diagonales del 
paralelogramo F y designemos por A, C, y Ba Ds los seg- 
mentos que se cortan por la figura G en dichas rectas. En 
los segmentos A, C, y By Ds, como en diagonales, construi- 
mos dos paralelogramos con lados paralelos a los del para- 
lelogramo F (fig. 117). Designemos por F’ el menor de os- 


FIG. 117 
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tos dos paralelogramos; sea éste, el paralelogramo A, B, 
C,D, con diagonal A, C,. Como los paralelogramos F y 
F' son homotécicos, entonces ag (F)=a c(F') y por esto, 
en nuestros posteriores razonamientos podemos considerar 
F' en lugar del paralelogramo F. 

Está claro que la lon.g A, C,=2 y por consiguiente, 
el diámetro del paralelogramo F’ no es menor que dos. 
(Aquí y en adelante consideramos los “diámetros” con res- 
pecto a las longitudes que se determinan por la figura G). 
Sin embargo, el diámetro del paralelogramo Z’ no es mayor 
que dos, ya que F’ está situado por completo en la figura 
G, cuyo diámetro es igual a 2. 

Así, el diámetro del paralelogramo F’ es igual a dos. 

Ahora tracemos por el punto O una recta p paralela a 
los lados A, B, y C, D, y designemos por M y N sus pun- 
tos de intersección con el contorno de la figura G. Si los 
puntos M y N no se encuentran en los lados B, C, y Ay 
D, del paralelogramo F’ (fig. 118), el hexágono A, Bj, 


NS 
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M Cı D, N está situado en la figura G. De aquí se despren- 
de fácilmente que el diámetro de cada una de las “mitades” 
en las que la recta p divide al paralelogramo F”, es menos 
do dos (fig. 119) así que as(F')=2. Por el contrario, si 
los puntos M y N están situados en los lados del parale- 
logramo F”, las rectas B, C, y A, D, deben ser rectas de 
apoyo de la figura G (ya que por el punto límite M de la 
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figura G debe pasar una recta de apoyo mientras que toda 
recta diferente de B, C,, corta el paralelogramo Æ’ y por 
lo tanto, la figura G). Do ese modo (fig. 120), toda la fi- 
gura G se encuentra en la banda situada entre las rectas 
B,C, y A; Di 

Así, o bien ag (F')=2, o bien la figura G está situada 
en la banda entre las rectas B, C, y Ay D, 


FA Cr 


/ EA 


FIG. 120 FIG. 121 


Análogamente trazando una recta q, paralela a los lados 
B, C, y A, D, hallamos que o bien aç (F')=2, o bien la 
figura G está situada en la banda entre las rectas A,B, y 
C, D,, Considerando conjuntamente los dos casos expuestos, 
se desprende que o bien ag (F')=2, o bien que la figura G 
se encuentra en el interior de las dos bandas indicadas es 
decir, se encuentra en el paralelogramo F’ (fig. 121). Pero 
en este último caso, la figura G debe coincidir con el para- 
lelogramo F” (ya que ella contiene por completo el paralelo- 
gramo F’). 

Así, o bien ag (F)=ag (F')=2, o bien la figura G 
coincide con el paralelogramo F* (es decir, es homotécica a 
F) y entonces, como ya sabemos ag (F)=aG (F')=4. En 
otras palabras, para las figuras convezas F, la afirmación 
del teorema 4 es válida. 

Sea ahora F una figura no convexa. Si la cubierta con- 
vexa F de la figura F es un paralelogramo homotécico a G 
(fig. 83), entonces ag(F)=4. Por el contrario, si la figura 
F no es homotécica a G, en virtud de lo demostrado, 
ae (F)<3, y como F se encuentra en F, vi que decir tiene 
que ag(F)<3. 

El teorema queda demostrado. 


CAPÍTULO 1V 
PROBLEMA 
DE 
ILUMINACIÓN 


$ 45. 


PLANTEAMIENTO 
DEL PROBLEMA 


En nuestro último capítulo examinaremos otro de los 
problemas de la teoría de las figuras convexas. Por su plan- 
teamiento, este probloma Casi en nada se parece a los ante- 
riores, pero como veremos más adelanto, está ligado estre- 
chamente a ellos. 

Sea F una figura plana, acotada y convexa y Z, una di- 
rección arbitraria en el plano de dicha figura. Llamaremos 
al punto límite A de Ja figura F punto de luminosidad res- 
pecto a la dirección ¿si un haz de rayos paralelos con di- 
rección Z, “ilumina” en el contorno de la figura F el punto 
A y a parte de sus proximidades (fig. 122). Señalemos que 
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si una recta paralela a la dirección Z que pasa por el punto 
A, es recta de apoyo de la figura F (fig. 123), en tal caso 
no podemos considerar 4 como punto de luminosidad res- 
pecto a la dirección Z. En otras palabras, A será punto de 
luminosidad si se cumplen las dos siguientes condiciones: 

1. La recta p paralela a la dirección 1 y que pasa por 
el punto 4, no es recta de apoyo de la figura F (es decir, 
en la recta p hay puntos interiores de la figura FP). 
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2. El punto A es el primero de la figura F que encontra- 
mos, moviéndonos por la recta p en la dirección Z. 

Convendremos en considerar que las direcciones l, la, 
.., lm iluminan todo el contorno de la figura F, si cada 
punto límite de esta figura es punto de luminosidad, por 
lo menos, respecto a una de las direcciones indicadas. Por 
último, designemos por e (F) el menor de tales números 
naturales m que muestran que en el plano existen m direc- 
ciones que iluminan todo el contorno de la figura F. Llame- 
mos problema de iluminación del contorno de la figura P 
el problema de la determinación del número c (F). Este 
problema fue planteado por V. G. Boltianski el año 1960, 

Se demuestra con facilidad que para toda figura plana 
F, c (F)=3. En efecto, sea F' una figura plana acotada con- 
vexa y lı, la dos direcciones arbitrarias. Tracemos dos rectas 
de apoyo de la figura F paralelas a la dirección 7, y supon- 
gamos que A y B, son puntos límites de la figura F situa- 
dos en dichas rectas de apoyo (fig. 124). En tal caso, ni 


” 
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FIG. 124 


nno de los puntos A, B no es punto de luminosidad para la 
dirección 3, mientras que la dirección ly ilumina no más 
de uno de estos dos puntos. Así dos direcciones no son sufi- 
cientes para iluminar todo el contorno de la figura F. 
Cuando la figura F es un círculo (fig. 125), para ilumi- 
nar todo su contorno son suficientes tres direcciones. Para 
el paralelogramo (fig. 126), tres direcciones no son sufi- 
cientes (ya que una dirección no ilumina simultáneamente 


dos de sus vértices) mientras que cuatro direcciones permi- 
ten iluminar todo el contorno del paralelogramo. En otras 


palabras, para el círculo c (F)=3 y para el paralelogramo, 
c (F)=4. 


$ 16. 
SOLUCION 
DEL PROBLEMA 
DE ILUMINACIÓN 


AAMMAAAA—m2%+>+%2m<mbm%5%£%2—%24 as 
Al resolver el problema de iluminación, hacemos uso de 

las proposiciones auxiliares establecidas en el $13, y tam- 

bién del lema siguiente: 

61922 
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Lema 12. Sea F una figura convexa, AB su cuerda mayor 
y D, E puntos límites de dicha figura situados por uno de 
los lados de la cuerda AB. En tal caso, todo el arco DE si- 
tuado por uno de los lados de la cuerda AB, se puede iluminar 
con una sóla dirección (fig. 127). 


FIG. 127 


Demostración. Sea MN una cuerda paralela a AB y que 
separa el segmento AB de los puntos D y E. Ya que MN< 
<AB, se puede tomar en AB dos puntos interiores P y Q de 
modo que PQ=MN y por consiguiente, PQNM será un 
paralelogramo. Designemos por ¿ la dirección que se deter- 

> — 
mina por el vector MP=NQ. Claro está que toda recta 
paralela a l y que pasa por el punto arbitrario C del arco 
MN (en el que no están situados los puntos A y B; véase 
la fig. 128), tiene la propiedad de que al moverse por ella 
desde el punto C en la dirección 2, se interseca el segmento 
MN formado por puntos interiores de la figura F. En otras 
palabras, todo punto C del arco MN se ilumina por la di- 
rección ¿. En particular, todo el arco DE se ilumina ínte- 
gramente por la dirección Z. 

El lema queda demostrado. 

Lo mismo que en el problema del recubrimiento de una 
figura por figuras menores homotécicas, en el problema que 
consideramos el paralelogramo juega un papel muy impor- 
tante. Precisamente tiene lugar el siguiente teorema: 
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Teorema 8. Para cualquier figura plana acotada convexa 
F, que no es un paralelogramo, es válida la igualdad c (F)=3; 
si F es un paralelogramo, c (F)=4. 

La demostración de este teorema es análoga a la del teo- 
tema 6. Sea F una figura diferente a un paralelogramo, En- 
tonces, en virtud del teorema 7, F tiene tres cuerdas mayores. 


Como al demostrar el teorema $. rxaminemos, primeramen- 
te, el caso en que dos cuerdas mayores de la figura F se in- 
tersecan en su contorno (fig. 109). 

En virtud del lema 12 cada uno de los arcos KBL y 
DCE puede ser iluminado por una dirección. En tal caso 
los puntos L y D pueden ser elegidos tan próximos al punto 
A como se desee. Es evidente que el arco restante LAD 
también se puede iluminar con una sola dirección. Por con- 
siguiente, en el caso a considerar 

AF) <3. 

Pasemos al segundo caso, cuando las tres cuerdas mayo- 
res AD, BE, CH de la figura F se intersecan en su interior 
(fig. 110-112). En virtud del lema 12 cada uno de los arcos 
MBN, PAQ y SDT se Puede iluminar con una sola direc- 
ción. En consecuencia, en este caso, también c(F)<3. 

Por último, como mostramos anteriormente, para toda 
figura convexa F es válida la desigualidad 


e 
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e(F) > 3, 


Por lo tanto. si ¥ no es un paralelogramo, c (F)=3, 
El teorema queda demostrado. 


$47. 


EQUIVALENCIA 
DE DOS PROBLEMAS 


Sin duda alguna, nuestro lector ya ha advertido que pa- 
ra toda figura plana acotada y convexa F, los números b (F) 
y c (F) coinciden (véanse los teoremas 6 y 8). 

En otras palabras es válido el siguiente 

Teorema 9. Para toda figura convexa F es válida la igual- 
dad 


d(F) =c(F). 


Esta igualdad tiene lugar no sólo para las figuras pla- 
nas, sino que también para los cuerpos convexos en el espa- 
cio (incluso en espacios multidimensionales). Esto fue de- 
mostrado por V. G. Boltianski el año 1960. 

La esencia de la demostración del teorema 9 consiste 
en lo siguiente. De los tres teoremas 6, 8, 9 es suficiente de- 
mostrar dos de ellos y el tercero será, evidentemente, su 
consecuencia. Por esta razón, de estos teoremas se podría 
demostrar aquellos dos, cuya demostración sea más sencilla. 
En particular, si al lector le ha parecido que la demostra- 
ción del teorema 6 (por lo visto más complicada) es fatigosa 
y él la ha omitido, ahora, después de leer la demostración 
del teorema 9, obtendrá (con ayuda del teorema 8) una nueva 
demostración del teorema 6. Sin embargo, lo más impor- 
tante es que para los cuerpos espaciales, para los Cuales la 
solución del problema de su recubrimiento e iluminación 
es, hasta el momento, desconocida (5) sería suficiente re- 
solver uno de estos dos problemas ya que en virtud del teo- 
rema 9, ellos son equivalentes. Pero el problema de ilumi- 
nación tiene, por lo visto, la ventaja de ser, en cierto gra- 
do, más evidente. 

Demostración del teorema 9. 

Supongamos que la figura plana convexa F puede ser 
cubierta por m figuras menores homotécicas F,, Fa, ..., 
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Fm. El centro de homotecia que provoca la conversión de 
la figura F a F; lo designemos por O; y el coeficiente de 
esta homotecia, por k; (i=1, 2, ..., m). Por lo tanto, cada 
uno de los números k}, ka, ... km es menor que la unidad. 
Elijamos ahora un punto interior arbitrario A de la fi- 
gura F que no coincida con ninguno de los puntos O,, Oz, 
1 Om y designentos por ly, la, ..., Ìm las direcciones deter- 
> > => 
minadas por los rayos O,A, OÁ, ..., OmA. Demostremos 
que las direcciones l,, lg, «.., Im iluminan todo el contorno 
de la figura F. En efecto, sea B un punto límite arbitra- 
rio de la figura £ (fig. 129). Entonces, el punto B perte- 


F 


di 
FIG. 129 


neee, por lo menos, a uno de los conjuntos F,, Fa, Fm 
por ejemplo, a Fi. Ya que en el caso de la homotecia con 
centro O; y coeficiente ki la figura F se convierte en Fi, 
se encontrará un punto C de la figura F que debida a esta 
homotecia pasa al punto B. De ese modo, O, B : O,C=k;. 
Ahora tomemos en el segmento AC un punto D tal que 
AD: AC=ki. De la igualdad O; B : 0O; C=AD : AC se 
desprende, que BD || O, A, es decir, la recta BD es para- 
lela a la dirección l. A continuación, ya que el punto C 
pertenece a la figura F y A es un punto interior de esta fi- 
gura, todos los puntos del segmento AC (posiblemente, 
salvo el punto C) son puntos interiores de la figura F; en 
particular, D es un punto interior de esta figura. 

Así, la recta BD paralela a la dirección 4, pasa por 


86 


el punto interior D de la figura F. De aquí se desprende que 
B es un punto de luminosidad con respecto a la dirección 
l. De esta forma, cualquier punto límite de la figura F se 
ilumina por una de las direcciones l, la, -.., lm- 

Hemos demostrado, que si la figura F puede ser cubierta 
por m figuras menores hemotécicas, para la iluminación 
de su contorno son suficientes m direcciones. Por consi- 
guiente, es válida la desigualdad 


(F) <P). 


A continuación, establezcamos la validez de la dosignal- 
dad inversa 


e(F) > d(F) 


Supongamos que s direcciones K, X. ..., l iluminan 
tedo cl contorno de la figura F. Tracemos dos rectas de 
apoyo de esta figura paralelas a la dirección Z (fig. 130) 
y designemos por A y B los primeros puntos de la figura F que 
hallamos desplazándonos por estas rectas en la dirección he 
Está entonces claro que todos los puntos del arco 4;, cuyos 
extremos son A, B (diseñado en la fig. 130 con una línea 


FIG. 130 
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gruesa), salvo dichos puntos extremos, son puntos de lu- 
minosidad respecto a la dirección Z. O sea, que el conjunto 
de todos los puntos de Juminosidad respecto a dicha direc- 
ción, es cierto arco â; sin extremos; llamaremos este con- 
junto a región de luminosidad respecto a la dirección l. 
Como las direcciones L, lp, ..., l; iluminan todo el con- 
torno de la figura F, las respectivas regiones de Juminosi- 
dad Aj, Az, -.., As Ccubren todo el contorno de la figura F. 

In la fig. 130, el punto A no es punto de luminosidad 
respecto a la dirección l; y por esta razón, dicho punto se 
ilumina por cualquier otra de las dirocciones l, lp ..., 
k, por ejemplo, por la dirección 2;. Pero entonces, la in- 
dicada dirceción ilumina todos los puntos suficientemente 
próximos al punto 4, es decir, las regiones de luminosidad 
Di y Aj se sobrecubren (fig. 131). Idénticamente, el sogun- 


r 


FIG. 131 


do extremo B del arco A;, se cubre por una región de lumi- 
nosidad más Ax . 

En virtud de que los arcos Ay, Az, ..., Ag que son regio- 
nes de luminosidad, sobrecubren con sus extremos los unos 
a los otros, podemos disminuirlos un poco y estos arcos 
disminuidos, continyarán ocupando todo el contorno de 
Ja figura F. En otras palabras, se pueden tomar de tal modo 
los arcos Aj, Aja oe a; situados (junto con sus cxtre- 
mos) respectivamente en el interior de los arcos A, , Az, 
ôs (fig. 132) que estos arcos Af: A 
el contorno de la figura F. 


As formen todo 
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Designemos por 4 y B los extremos del arco A; y por 
A* y B*, los del arco A}. Las rectas trazadas por los pun- 
tos A* y B*, paralelamente a la dirección /,, deben pasar 
por los puntos interiores de la figura F (ya que A* y B* 


FIG. 132 FIG. 133 


son puntos de luminosidad respecto a la dirección k). De- 
signemos por a y b la longitud de las cuerdas que la figu- 
ra F corta en dichas rectas y elijamos un segmento h;, me- 
nor que a y b. En este caso, el paralelogramo, un lado del 
cual coincide con 4* B*, el segundo es paralelo a l y tiene 
una longitud, igual a h;, está situado por completo en la 
figura F (fig. 133). De aquí resulta que la figura F en toda 
recta paralela a la dirección Į y que pasa por cualquier 
punto del arco Aj , corta una cuerda cuya longitud es mayor 
que hi. Esto significa que el traslado paralelo del arco A 
on la dirección lí a una distancia k; (fig. 134), hace trans- 
poner por completo el arco A; en el interior de la figura F. 
En otras palabras, que al realizar el traslado paralelo de 
la figura F en una dirección inversa a y a una distancia 
igual a Ai, obtendremos la figura £7, en cuyo interior se 
encuentra el arco A? (fig. 135). Por esta razón, eligiendo 
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en el interior de F; un punto arbitrario O; y realizando 
la homotecia de F; con centro en O; y con coeficiente k! <1 
bastante próximo a la unidad, obtendremos la figura F; 


FIG. 134 


homotécica a Fi (y por consiguiente, a la figura F) y que 
contiene el arco Az. Realicemos esta construcción para todos 
los valores de ¿=1, 2, ..., s y obtendremos las figuras F, 
Fo, +», Fi, homotécicas a F con cocficiontes de homotecia 
menores que la unidad, 
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Sea ahora O cierto punto interior de la figura F. Pode- 
mos suponer, que las construcciones precedentes han sido 
realizadas de tal forma que cada una de las figuras Fs, 
Fi, ... , F; contiene el punto O (fig. 136); con este objeto, 
es preciso tomar únicamente los segmentos k; suficiente- 
mente pequeños y los coeficientes ki bastante próximos 
a la unidad (véanse las págs. 69-70). 

Por último, designemos por G; a un “sector” con vér- 
tice O y arco A; (dicho sector está rayado en la fig. 136). 
Ya que la figura F; es convexa y, además, contiene el arco 
A; y el punto O, esta figura contendrá por completo el 
sector G. En consecuencia, las figuras Fi, Fp ..., F; en 
conjunto contienen todos los sectores G,, Ga, ..., Gs. Pero 
está claro que dichos sectores llenan toda la figura F (ya 
que los arcos âf, Az, ..., A; cubren a todo el contorno 
de la figura F). Por esta razón, las figuras F;, F}, ..., Fa 
cubren por completo la figura F. 

Hemos demostrado que si todo el contorno de la figura 
F puede ser iluminado por s direcciones, dicha figura podrá 
ser cubierta por s figuras homotécicas menores. Por consi- 
guiente, es válida la desigualdad 


b(F) < «F). 
De las desigualdades demostradas c(F)<b(F),b(F)<c(F) 
se deduce la validez de la igualdad 

b(F) =c(P), 


que forma el contenido del teorema 9. 


$ 18. 
DIVISION 
E ILUMINACIÓN 
DE FIGURAS CONVEXAS 
NO ACOTADAS 


Para las figuras no acotadas convexas (véase la fig. 22), 
el problema de Borsuk no tiene sentido ya que el diámetro 
de dicha figura llega a ser infinito. Sin embargo, el pro- 


91 


blema de la iluminación y el del recubrimiento de la figura 
con las homotécicas menoros (es decir, con figuras homoté- 
cicas a la dada con coeficientes de homotecia menores que 
la unidad), siguen teniendo sentido. Pero aquí, desde el 
principio, nos esperan una “sorpresa” : el teorema 9 sobre 
la igualdad de las magnitudes b(F) y e (F) deja de ser válido 
para las figuras no acotadas convexas. 

Con la mayor facilidad esto se ve examinando el ejom- 
plo de una figura convexa acotada por la parábola P. El 
contorno P de esta figura puede ser iluminado por una sola 
dirección, o sea, c (F)=1 (fig. 137, a). Al mismo tiempo, 
como al instante veremos, es imposible cubrir la figura F 
con un número finito de figuras homotécicas menores, es 
decir, b (P)=00. Efectivamente, sea F’ una figura homo- 
técica a F con coeficiente do homotecia k<1 y con centro 
de homotecia en el punto O situado fuera de la figura F 
(fig. 137 b). Tracemos desde el punto O las tangentes OA 
y OB a la parábola P que limita la figura F. Los puntos 
A y B dividen la parábola P en tres partes: en el arco AB 
y en dos arcos infinitos A, y A, cuyos extremos son los 
puntos A y B. Es claro que la figura F’ no contiene ningún 
punto de los arcos A, y Ag (ya que si M os un punto de 
dichos arcos en la recta OM tras el punto M, no hay puntos 
de la figura F). De ese modo, la figura F’ puede sólo con- 
tener una parte finita de la parábola P (situada en el arco 
AB). Si el centro de homotecia O pertenece a la figura F, 
F' contiene no más de un punto de la parábola P (fig. 137, 
c, d). Por lo tanto, cada figura homotécica a F con coefi- 
ciente k<1, contiene sólo una parte finita de la parábola 
P y por esto, para cubrir por completo la figura F (que con- 
tiene la parábola P), es necesario un número infinito de 
figuras homotécicas menores, es decir, b(F)=00. 

Sin embargo, existen tales figuras no acotadas convexas 
para las que la magnitud b (F) es finita. Por ejemplo, si 
F es una semibanda (rayada en la fig. 138, a), d(F)=2; 
señalemos que en este caso c (F) es también igual a dos, 
es decir, b(F)=c(F). 

Por último, existen también tales figuras no acotadas 
convexas, para las que las dos magnitudes b (EF) ye (F) son 
finitas pero no coinciden entre sí. Por ejemplo, si la figura 
F está situada en una banda entre dos rectas paralelas y se 
aproxima a ellas má sy más a medida que se aleje al “in- 
r 
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finito” (fig. 138 b), es fácil mostrar que b {F)=2 y c(F)=1. 
En virtud de lo dicho, surgen las siguientes preguntas: 


FIG. 137 


¿Para qué figuras no acotadas convexas sigue siendo vá- 
lida la igualdad b(F)=c(F)? 

¿Para qué figuras no acotadas convezas la magnitud b (F) 
toma valores finitos? 

¿Existen figuras no acotadas convezas para las que 
c (F)=00? 
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Las respuestas a las preguntas anteriormente plantea- 
das, fueron halladas por P. S. Soltan y V. N. Visitey (1). 
Daremos sus resultados sin demostrarlas. 

Indiquemos, primeramente, que del teorema 9 algo queda 
para las figuras no acotadas convexas. Precisamente, la 
primera parte de la demostración de dicho teorema, se con- 


DN 


FIG. 138 


serva por completo y por csta razón, para toda figura F 
no acotada convexa es válida la desigualdad 


eP) < bP). 


Formulemos ahora un tcorema que da la respuesta a la 
segunda de las preguntas planteadas. Sea F una figura no 
acotada convexa. Tomemos un punto interior arbitrario O 
de dicha figura y consideremos todos los rayos posibles que 
parten del punto O y están por completo situados en la fi- 
gura F. Todos los rayos indicados, tomados en conjunto, 
forman, como se demuestra con facilidad, una figura no 
acotada convexa K; esta figura se llama ángulo inscrito 
de la figura F con vértice en el punto O. Por ejemplo, para 
una parábola (fig. 139 a) o bien, semibanda (fig. 139 b), 
el ángulo inscrito consta únicamente de un rayo mientras 
que para la región interior de una rama de la hipérbola, 
el ángulo inscrito se representa en la fig. 139 c. (Señalemos 
que si en lugar del punto O como vértice se toma otro cual- 
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quier punto interior de la figura F, el ángulo inscrito no 
variará, sino que sólo someterá al traslado paralelo). 
Además, P. S. Soltan llama a la figura no acotada con- 
vexa F casi cónica, si hay un tal segmento r que todos los 
puntos do la figura F estén situados a una distancia no 
mayor de r del ángulo inscrito K. Por ejemplo, las figuras 
representadas en la fig. 139 b y c) son casi cónicas mientras 
que la figura representada en la fig. 139 a) no Jo es ya quo 


los puntos de la parábola se alejan constantemente de su 
eje. 

Teorema 10. Para una figura no acotada convexa F, la 
magnitud b (F) toma un valor finito, únicamente en el caso 
cuando la figura F es casi cónica. 

Con esto, para la figura casi cónica F la magnitud b (F) 
puede tomar sólo los valores 1 y 2. Sea precisamente F una 
figura bidimensional casi cónica que no contiene por com- 
pleto ninguna recta; si su ángulo inscrito K cs un rayo, 
entonces b(F)=2, y si K es un ángulo, b(F)=1. Por 
último, si la figura bidimensional convexa contiene por 
completo una recta, ella puede ser una banda, semiplano 
o plano; en estos casos la magnitud b (F) toma respectiva- 
mente los valores 2, 1, 1. Por esto, para las figuras planas 
no acotadas convexas el problema de Jos valores de la mag- 
nitud b (F) está solucionado totalmente. 


NOTAS 


C) (pág. 9). La definición del diámetro do la figura que se da en 
el texto, supone imprecisamente que cada “figura” a examinar es un 
conjunto cerrado (es decir, a la figura pertenecen todos sus puntos lf- 
mites). Por ejemplo, si F es un círculo abierto de diámetro d (es decir, 
un círculo al que no pertenecen los puntos de la circunferencia que lo 
limita), el término exacto superior de las distancias entre dos puntos 
de la igura F es igual a d; sin om , en este caso no existen dos 
puntos de la figura F la distancia entre los cuales es exactamente igual 
a d. En cambio, si anexamos a la figura F todos los puntos límites 
(o sea, al examinar un círculo cerrado), dicho término exacto superior 
se alcanzará: hallaremos dos puntos A y B la distancia entre los cuales 
es exactamente igual a d. 

Por lo general, si F es un conjunto cerrado y acotado (en el plano 
o bien en el espacio euclidiano con un número de dimensiones arbitra- 
rio), encontraremos dos puntos A y B de la figura F la distancia entre 
los cuales es la máxima. En realidad, sean y N dos puntos arbi- 
trarios del conjunto F y p (M, N), la distancia entre ellos, La función 
p (M, N) es continua (por M, N). Pero toda función continua (en el 
caso dado, de dos variables M, N), cuyos argumentos varían en un 
conjunto cerrado acotado, alcanza obligatoriamente sus valores má- 
ximo (y mínimo). De ese modo, encontraremos dos tales puntos A 
y B de la Tga F con los que p (4, B) > (M, N) para cualesquiera 
puntos M, de la figura F, La distancia d=p (A, B) entre tales 
puntos es el diámetro del conjunto F. 


(2) (pág. 11). En efecto, sean A y B dos puntos del polígono F. 
Si el punto A no es uno de los vértices de dicha figura, encontraremos 
un segmento CD que contiene el punto A en su interior y quo pertene- 


B 


a by 
FIG. 140 


ce por completo al polígono F (fig. 140 a, b). Consideremos para mayor 
certeza pe <BAC> ZBAD. En tal caso, en el triángulo ABC el 
ángulo Á es mayor o igual a 90°, es decir, ZBAC> ZBCA, y por 
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lo tanto, BC>AB. Por consiguiente, AB no es el diámetro de la fi- 
ra F. Pues, si por lo menos uno de los puntos A, B no es el vértice 
el polígono F, AB no es el diámetro de éste. De lo dicho se desprende 
que el diámetro del polígono será la distancia entre dos de sus vérti- 
ces, o exactamente, la distancia entre los dos vértices más alejados 
uno dol otro. 


€) (pág. 12). Aquí so trata de la división de las figuras en partes 
y do los diámetros de éstas. De acuerdo con la anterior nota, vamos a 
considerar que las partes en las que la figura so divide, son también 
conjuntos cerrados. Por esta razón, la proposición que se explica en 
el texto, se precisa de la manera siguiente; si un círculo F de diámetro 
d está representado de cualquier modo por la unión de sus subconjuntos 
cerrados, por lo menos uno de estos tiene el mismo diámetro d. Sin du- 
da, el razonamiento mostrado on la pág. 11 no nos da una demostra- 
ción completa de esta afirmación. La demostración correcta tiene el 
siguiente aspecto. Designemos por H, y H, los subconjuntos cerrados 
a considorar (pues su unión H,UH, nos da el círculo completo F). 
Los puntos del conjunto H, situados en la circunferencia del círculo 
F forman cierto conjunto R; análogamente so detormina el conjunto 
Kı. De esta forma, la circunferencia del círculo F se representa como 
la unión de dos de sus subconjuntos cerrados K, y Ky. Si uno de estos 
conjuntos, digamos Ka, está vacío (es decir, no contieno ni un solo 
punto), entonces K, coincide con toda la circunferencia; por esto, K, 
y por lo tanto, A, tienen un diámetro igual a d. Si ambos conjuntos 
Kı y K, no están vacíos, ellos tienen obligatoriamente un punto co- 
mún A (ya que la circunferencia es continua y por lo tanto, no podrá 
sor representada como la unión de dos subconjuntos cerrados que no 
so intersecan). Designemos por B el punto diametralmente opuesto 
a A y para mayor certeza, supongamos que el punto B pertenece al 
conjunto X,. En tal caso, K, contiene los dos puntos A, B. Por con- 
siguiente, el conjunto X, y por lo tanto, H, tienen el diámetro d. 
Así, en todo caso, por lo menos uno de los conjuntos H}, H, tiene el 
diámetro d. 


m (pág. 13). Hagamos una observación más con motivo de la 
“división” de las figuras en sus partes. La palabra “división” se puede 
comprendor en el sentido de que la figura F está representada como la 
untón de varios de sus subconjuntos cerrados: 


F=H UEO...UH m 


(precisamente así se mostró en la nota (*)). En esle caso, los matemá- 
Licos dicen que los conjuntos 1/,, Hz,..., Hr forman la cubierta de la 
figura F. Sin embargo, es más nutural si el término “dividir” se com- 
prende cn el sentido que significa que los conjuntos Hz, Ha; Hm 
no sólo forman la cubierta de la figura F, sino que además, ro se sobre- 
cubren recíprocamente, es decir, cada par no tiene puntos interiores 
comunes. 

Es fácil comprender que el sentido del problema de la división 
de figuras en partes de menor diámetro no varía en dependencia de 
cual de estos sentidos demos al término “división en partes”. Efecti- 
vamente, si la figura F se representa como la unión de varios de sus 
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subconjuntos cerrados 
F= HUHU... UH m 
(siendo posible que se sobrecubran recíprocamente), podemos, sin 
aumentar el diámetro de las partes, “corregirlas” de tal manera que 
no se sobrecubran recíprocamente. Con este objeto, señalemos, quo 
HN (H,U H,U ..-U Hm), 
B,N (H,U... U H m), 


H m-aN (Hmi UH m), 
miN Hm, 
m 


los conjuntos*) forman la cubierta de la figura F y que cada par no 
tiene puntos comunes. Es verdad, dichos conjuntos pueden resultar 
ser abiertos, Sin embargo, el cterre de estos conjuntos, o sea los 


conjuntos 

H' = HN HUH, U... UH m), 

H'ı= RN H,U -UM m), 

H' m- = H mH m, 

H'm= Hm, 
serán ya subconjuntos cerrados de la figura F que cada par no tiene 
puntos interiores comunes y que cubren a toda la figura F. 

De ese modo, de la cubierta arbitraria de la figura F (H,, Ha, 
ss, Hm) por subconjuntos cerrados, hemos obtenido una cubierta 
(Hi, Ha, ..., Hm) que consta de conjuntos que no se sobrecubren reci- 
procamente. Al mismo tiempo, sin duda los diámetros de las partes 
no han aumentado (ya que el conjunto H; contiene el conjunto H. 1) 


(2) (pág. 13). El problema do la división de figuras en partes do 
menor diámetro, o sea el problema de los valores que puede alcanzar 
a(F), puedo ser considerado no sólo para figuras planas, sino que tam- 
bién para cuerpos espaciales e incluso para cuerpos en el espacto eucli- 
diano n-dimensional. Precisamente, K. Borsuk formuló su problema 
para cuerpos n-dimensionales, pero halló la solución completa del 
problema, sólo para las figuras planas (el teorema de Borsuk se expuso 
en el $ 3 del presente libro). Borsuk también demostró que para la es- 
fera n-dimensional tiene lugar la igualdad a(F)=n+1 (en particular, 
Para la esfera corriente, tridimensional, es válida la igualdad a(F)= 
=á). Por esta razón, él planteó el siguiente problema: demostrar que 
para todo cuerpo de n-dimensión F es válida la desigualdad a(F)<n+ 


*) Con el símbolo ANB se designa el conjunto que 
se obtiene si del conjunto A se separan todos los puntos que pertene- 
cen al conjunto B. 
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+1. La original solución del problema dada por Borsuk para n=2 y 
la atractiva sencillez con la que fue formulado el problema, llamó la 
atención de muchos matemáticos. Pero en el caso cuando n>2, el 
problema resultó ser mucho más complicado, Sólo en el año 1955 
(o sea, 25 años después de ser tal problema planteado), el matemático 
inglés Eggleston consiguió resolver el problema para n =3; él demostró 
qu como Saponia Borsuk para todo cuerpo tridimensional la desigual- 

ad a(F)<4, es válida. Dos años después, el matemático americano 
Griinbaum y el húngaro Heppesh hallaron demostraciones más senci- 
Nas que las de Egleston. Para n>3, el problema de Borsuk no ha sido 
resuelto hasta la fecha. Sin embargo, todas estas cuestiones las dejamos 
a un lado, ya que el presente libro está dedicado a las figuras planas. 
Los lectores que se interesen por este conjunto de cuestiones, pueden 
hallar una respuesta más detallada en el libro de los mismos autores, 
“Problemas y teoremas de la geometría combinatoria”. 

(8) (pág. 15). El razonamiento que se da en el texto (relacionado 
con la “aproximación” de la recta 1 a la figura F), lógicamente no da 
una demostración rigurosa de la existencia de una recta de apoyo ly. 
Una demostración exacta podemos o digamos, de la manera 
siguiente. Tracemos una recta l que no interseca la figura F y la recta 
m, perpendicular a la primera. Tomemos 1 y m como ejes de coorde- 
nadas (i , 144) y designemos po y(A) la ordenada de sale punto 
A (medida por la recta m) de la figura F. Por lo tanto, en la figura F 


se determina la función y(A), que es continua (ya que la diferencia 
(A) — y(A*') no supera a la longitud del segmento AA’). Pero una 
unción continua, definida para ol conjunto cerrado y acotado F, 


FIG. 141 
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alcanza sus valores máximo y mínimo. En otras palabras, oxisten tales 
puntos M, y M, de la figura F con los que YMISYA)Sy(My) 
para todo punto Å de dicha figura. Pero esto significa que si trazamos 
por los puntos M, y M, rectas paralelas al eje de las abcisas 1, la fi- 
gura F estará situada por completo entre estas dos rectas. De esa 
manera, las rectas l, y l, que pasan por los puntos M, y M3 y son 
paralelas a 1, son aquellas rectas de apoyo a las que nos referíamos en 
el texto (véase la fig. 14). 

(C) (pág. 16). Mostremos, por ejemplo, que el punto A depende 
continuamente de la dirección de la recta l,. Supongamos que la rec- 
ta l, ha girado cierto ángulo a (fig. 142). La posición de las rectas h, 


la, Mi, m en aquel momento, la designaremos por K, V, mi, m, 
Por los puntos A y B tracemos las rectas ma y mp que con m, forman 
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un ángulo a (o sea, paralelas a m/). Puesto que la recta ma corta la 
figura F, mientras la recta mg no tiene puntos comunes con F, la 
recta m; está situada entre ma y mp De forma análoga, si trazamos 
por los puntos A y D las rectas la y Ip que forman con l, un ángulo 
a (o sea paralelas a la recta L)» hallaremos que la recta de apoyo r 
está situada entre las rectas la y ln. En consecuencia, el punto A”, 
en el que se intersecan las rectas de apoyo m, y l, está situado en el 
interior del paralelogramo formado por las rectas ma, mp, lA, lD. 
No obstante, las dimensionos de este paralelogramo (que está rayado 
en la fig. 142) pueden ser tan pequeños como se desee si el ángulo a 
es suficientemente pequeño. De esta forma, el punto A” puede apro- 
ximarse cuanto se desee al punto A si el ángulo a es lo suficientemento 
[esmeño Y esto significa que el punto A depende continuamente do 
a dirección de la recta 2. 


9, (pág. 23). En efecto, sea M cierto conjunto de figuras convexas 
y 0, la intersección de todas estas figuras (es decir, un conjunto de 
puntos, cada uno de los cuales perteneco a todas estas figuras). Vamos 
a demostrar que la figura € es convexa. Sean A y B dos puntos de la 
indicada figura. Tomemos una figura arbitraria F del conjunto M. 
En este caso, los puntos A y B pertenecen a la figura F. Como ésta es 
convexa, de aquí so deduce p todo el segmento AB pertenece a la 
figura F. Así, cada figura F del conjunto M contiene ol segmento AB 
Y, por esto el último está situado en la figura P. Esto significa que 
la figura D es convexa, 


D (pág. 31). En el curso de geometría de la escuela media, la 
noción de área se determina sólo para las figuras más sencillas: polí- 
gonos y círculo. En realidad, dicha noción se define para clases mucho 
más amplias de figuras. En particular, se puede hablar sobre el área 
de toda figura convexa acotada. No vamos a dar aquí la definición del 
área de las Dgras convexas (véanse sobre esto los artículos “Area y 
volumen” y “ iguras y cuerpos convexos” en el V tomo de la Enciclo- 
pedia de matemáticas elemental en ruso). Para nosotros es importante 
solamente que a cada figura convexa acotada F le corresponde cierto 
número positivo s(F) que es el área de dicha figura, teniendo en cuen- 
ta quo si la figura F’ contiene la figura F y tiene puntos interiores que 
no pertenecen a la figura F, entonces s(P")>s(F). 


(19) (pág. 34) Así, H so determina como la unión de una sucesión 
creciente de figuras convexas Ho, H,, Hes ..., Hn, ... (es decir, una 
sucesión tal en la que cada figura contenga la anterior). En el texto 
se demuestra que la figura H es convexa y tiene el diámetro d. Sin 
embargo, señalemos quo la unión de una sucesión creciente de figuras 
convexas puedo resultar una figura convexa abierta. Por ejemplo, 
sea Fa, Fi, ..., Fn ... una sucesión creciente de círculos (cerrados), 
y al mismo tiempo todos ellos hacen contacto interiormente el uno 
con el otro en el punto M y que el radio del círculo Fn es igual a 
1-1/2n, (fig. 143). Entonces, la unión de esta sucesión creciente de 
figuras convexas será un círculo de radio 1 y con todo el punto M per- 
tenece a este círculo, mientras los demás puntos límites, no. En otras 
Palabras la indicada unión es una figura convexa abierta. 
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Como nos hemos puesto de acuerdo en considerar sólo figuras 
convexas cerradas, entonces, hablando en rigor, conviene definir H 
de la forma siguiente: se toma la unión de todas las figuras Hp, H3, 


Ha, ..., Hn, R a la figura convexa obtenida (y que puedo resultar 
abierta) se añaden todos sus puntos límites, Sin embargo, esto no 
cambia la esencia del problema. 


(1) (pág, 43). Señalemos que para el caso de los cuerpos espacia- 
les (tridimensionales), el teorema demostrado no se generaliza direc- 
tamente. Por ejemplo, para el tetraedro regular F con arista d, tendre» 
mos, evidentemente, a(F)=4, es decir, a(F) alcanza su valor máximo. 
Al mismo tiempo, el cuerpo F univocamente so completa hasta un cuer- 
po de ancho constante d (véase las págs. 103-104 indicadas en la pág. 
13 del libro de 1. M, Yaglom y V. G. Boltianski). Por lo tanto, la agua! = 
dad anni en el caso de cuerpos espaciales de diámetro d, está re- 
lacionada con circunstancias más imperceptibles que el complemento 
simple hasta el cuerpo de ancho constante d. 


(>) (pág. 52). Efectivamente, sean 1 y l dos rectas do apoyo pa- 
ralelas de la figura F (fig. 144) y sea A, B puntos comunes de estas 
rectas con la figura F. 'Tracemos.en el plano de Minkowski un círculo 
Ka con centro en el punto A y a el cual la recta 1' es de apo; 
Entonces, el radio A de este círculo será igual a la distancia entre 
rectas l y 1, es decir, es igual al ancho de la figura F en la direc: 
¿. El punto B o bien está situado en el contorno del círculo K A O bien 
está fuera de este círculo. Por esto, lon. GAB>kh y por consiguiente, 
ni que decir tiene, el diámetro d de la figura F es mayor o igual a A. 
Así, el ancho de la figura F en toda dirección no es mayor que d y 
por lo tanto, el ancho máximo no supera a d. 

Nos queda por demostrar que habrá tal dirección en la que el 
ancho de la figura F sea igual a su diámetro d. Dado M y N que son 
dos puntos de la figura F la distancia entre los cualos es igual a d. 
Entonces la figura F está situada por completo en el círculo Ka do 
radio d y con centro en el punto M. Idónticamente, está situada por 
completo la figura F on el círculo Ky de radio d y con centro en el 
punto N (fig. 145). Tracemos una recta de apoyo n del círculo Kw 
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FIG. 144 FIG. 145 


que pasa por el punto NY, Entonces la recta m pose a la recta » y 
que pasa po el punto M, es recta de apoyo del círculo Ky. Es claro 
que toda la figura F está situada en la banda entre las rectas m yn 
así que estas son rectas de apoyo de la figura F. De la construcción 
es evidente que la distancia entre las rectas m y n (o sea el ancho de 
h figura A en la dirección m) es igual al radio del círculo Xm, es 
ecir, igual d d. 
(9) (pág. 54). Daremos la demostración de esta afirmación, em- 
leando la noción de la suma de las figuras convezas (véase el $ 4 del 
ibro de I. M. Yaglom y V. G. Boltianski indicado en la pág. 19). 


FIG. 146 
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Sea F una figura convexa arbitraria y F”, olra figura simétrica 
a ella respecto a cierto punto O. Designaremos la suma F+F' por G. 
En este caso, la figura G es convexa, centrosimétrica quo se toma co- 
mo círculo unidad en el plano do Minkowski. Está claro que el ancho 
de la figura F en cualquier dirección 1, es igual al ancho de la figura 
F’ en la misma dirección (fig. 146). Por consiguiente, el ancho de la 
figura G en la dirección arbitraria 1, es dos veces mayor que el ancho 
de la figura F en esta misma dirección. 

Pero el ancho de la figura G es en toda dirección igual a 2 (ya 
que G es el círculo unidad). Pues el ancho de la figura F en toda di- 
rección es igual a 1 ya que F es (en la geometría de Minkowski quo 
se determina por el círculo unidad G) una figura de ancho constante 1. 

Sin duda, si on calidad de círculo unidad, se toma en lugar de 
G=F+F" otra cualquier figura homotécica a F+ F’, resulta que en 
tal geometría, F también sorá figura de ancho constanto. 

Por otro lado, sea F una figura de ancho constanto en cierta geo- 
metría de Minkowski. En tal caso, evidentemente, F' también será 
figura de ancho constante y por lo tanto, lo será F-+-F”. Pero la figura 
F-- F' es centrosimétrica y como es fácil ver que una figura centrosi- 
métrica convexa tiene ancho constante sólo en el caso si ella es un 
círculo en la geometría de Minkowski a considerar. 

De tal forma, hemos demostrado el siguiente teoroma; 


Teorema. F será figura de ancho constante en el plano de Min- 
kowski con círculo unidad G cuando y sólo cuando la suma F+ F' de 
la figura F con la figura centrosimétrica F' es, en dicha geometría, un 
circulo, 

De este teorema se desprende que toda figura convexa F es figura 
de ancho constante en la geometría de Minkowski con círculo unidad 
k ly F') y sólo en dicha geometría (k es un número positivo arbi- 
trario). 


ha (pág. 65). Sea F una figura convexa acotada y G, cierta parte 
de ella (es decir, un subconjunto cerrado). Examinemos toda clase de 
figuras, homotécicas a F con coeficiente de homotecia que no es mayor 
uo la unidad y que contienen la figura G. El término inferior exacto 
de todos los coeficientes de homotecia para tales figuras homotécicas 
lo designemos por kọ. Si ky=1, el tamaño de la parto G es igual a 4 
(ya que no existe la figura homotécica a F con coeficiente de homote- 
cia menor que la unidad y que contiene la figura G). Sea ky<1. En- 
tonces podemos elegir una sucesión F,, Fa, ..., Fq, ... de figuras ho- 
motécicas a F con centros de homotecia respectivamente Oj, Oy, ..., 
Oq... y coeficientes de homotecia ky, ky, ..., Kg, «.., de manera que 
cada una de estas figuras contenga G y sea válida la igualdad 
lím kq =k. Con esto podemos considerar que se satisfacen la desigual- 
dades 1>%>k,>..>kg>...>lo- 
Es fácil comprender que todos los puntos Oi, Oy, ... , Oq, ... es- 
tán situados a una distancia de la figura F, que no es mayor 


que réa (donde d es el diámetro de dicha figura). En realidad, su- 


pongamos que el punto Oy está a una distancia de F mayor que Ex 
- Ea 
Entonces para el punto arbitrario A de la figura F tenemos 04 > 
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> 27. En el caso de la homotecia con centro Oq y coeficiente 


ką, el punto A pasa a tal punto A” con el que OgA'=kq-OqA. Por 
lo tanlo, tenemos que (A 4" =(1—kq)-OA>(1—hy)-OgA>d. De ese 
modo, cada punto Á de la figura F so desplaza con esta homotecia 
a una distancia mayor que d, 0 sea, pasa al punto A” que no pertenece 
a la figura F. En otras palabras, la figura Fq on la que se convierte 
la figura F para la homotecia a considerar, no tiene puntos comunes 
con F. Pero esto contradice a que la figura Fg contiene la parte G 
de la figura F, 

Así, todos los puntos Or, Oz, ..., Oq, ... están situados a una 
distancia finita de la figura F. Por esta razón, la sucesión Os, Oz, 
«s. Og, ... tiene, por lo menos, un punto límite. Sin limitar la comu- 
nidad, se puede considerar (pasando si es necesario a una subsuce- 
sión) que la sucesión Oy, Oz, ..., Og, ... tiene sólo un punto límite 
Oo, es decir, existe el límite lím Oq4=0p. 


q>00 
Es fácil comprender q la figura Fẹ homotécica a F con centro 
de homotecia en O, y cocficiente kọ conliene la figura G (ya que 
lím ky=ko, lím Oq=05). Por lo tanto, existe una figura Fọ homolé- 
q> œ q> o 

cica a F con coeficiento k, que contiene G pero ninguna figura homo- 
técica a F con cocficiente menor que ky no puede contener por comple- 
to G (según la definición del término exacto inferior). Esto significa 
que ky es el tamaño de la parte G. De esta manera hemos establecido 
gue la oc del tamaño tieno sentido para cualquier parte G de la 
igura F. 

(5) (pág. 88). El problema de iluminación resulta ser mucho más 
interesante y complicado para los cuerpos espaciales y para cuerpos 
en un espacio n-dimensional, Señalemos solamente que para los 
cuerpos convexos, tridimensionales y acotados (e incluso para los 
polígonos tridimensionales), no se sabe hasta la fecha si es siempre 
válida la desigualdad c( ls 


(19) (pág. 97). Los problemas del recubrimiento e iluminación 
de figuras no acotadas resullan ser particularmente inlercsanles en 
el espacio tridimensional y multidimensional, Como demostró P.S. 
Soltan, el teorema 10 es válido para figuras con todo número de di- 
mensiones, En particular, fue totalmente solucionado por él el pro- 
blema del recubrimiento de cuerpos no acotados tridimensionales con 
cuerpos homotécicos menores. Precisamente, en eslo caso 5(F) puedo 
tomar solamente valores iguales a 1, 2, 3, 4, 00. 
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